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Introdu
tionL'image pr�edominante d'un solide ou d'une mol�e
ule est 
elle d'un gaz inhomog�ene d'�ele
-trons : un ensemble de parti
ules en intera
tion soumises �a un potentiel exer
�e par les noyauxatomiques et dont le 
omportement est r�egi par les lois de la m�e
anique quantique et del'�ele
tromagn�etisme. En prin
ipe, on devrait don
 être 
apable de pr�edire les propri�et�es phy-siques d'un tel syst�eme en r�esolvant l'�equation de S
hr�odinger qui lui est asso
i�ee. Mais 
ommeun solide 
ontient de l'ordre de 1024 parti
ules en intera
tion, on ne peut pas esp�erer trouverune solution exa
te �a 
e probl�eme. Pour d�e
rire un tel syst�eme, on est oblig�e d'utiliser des ap-proximations dont la plus �el�ementaire est l'approximation des �ele
trons ind�ependants, utilis�eepour la premi�ere fois dans les s
h�emas de Hartree et de Hartree-Fo
k.Dans le 
adre de 
e travail de �n d'�etudes, nous allons adopter l'appro
he de la fon
tionnellede la densit�e (DFT), introduite par Hohenberg et Kohn en 1964 [1℄. La DFT permet de d�e
riredes propri�et�es de l'�etat fondamental d'un gaz d'�ele
trons en pr�esen
e d'un r�eseau d'ions. Elleregarde la densit�e �ele
tronique 
omme la variable fondamentale et toutes les propri�et�es physiques,notamment l'�energie totale du syst�eme d'�ele
trons, peuvent s'exprimer 
omme une fon
tionnellede 
elle-
i.La densit�e exa
te peut être obtenue en r�esolvant les �equations de Kohn et Sham [2℄, unsyst�eme d'�equations de S
hr�odinger mono�ele
troniques. Ces �equations d�e
rivent un ensemble departi
ules �
tives, ind�ependantes, soumises �a un potentiel e�e
tif qui repr�esente les intera
tionsentre �ele
trons et qui doit être d�etermin�e de mani�ere self-
onsistente. La m�ethode de Kohn etSham ressemble don
 �a 
elle de Hartree, mais elle a l'avantage d'être formellement exa
te etd'être plus simple �a appliquer en pratique que 
ette derni�ere.La r�esolution num�erique des �equations de Kohn et Sham permet d'a

�eder �a des propri�et�esphysiques d'un solide 
omme la densit�e �ele
tronique, les param�etres de maille ou la stru
ture�ele
tronique. En appliquant la th�eorie des perturbations �a la fon
tionnelle de la densit�e, onpeut aussi �etudier la r�eponse d'un solide �a des perturbations 
omme des 
hamps �ele
triquesou des d�epla
ements atomiques. On a ainsi a

�es �a des grandeurs physiques 
omme le tenseurdi�ele
trique, les 
harges e�e
tives de Born ou les fr�equen
es et les ve
teurs propres des phonons.Dans le 
adre de 
e travail de �n d'�etudes, nous allons utiliser le programme ABINIT [3℄, quipermet de r�esoudre les �equations de Kohn et Sham num�eriquement et qui permet de 
al
uler lar�eponse d'un solide 
ristallin aux perturbations 
it�ees 
i-dessus. A l'aide de 
e programme, nous�etudierons les propri�et�es stru
turales, di�ele
triques et dynamiques du niobate de lithium.Le niobate de lithium (LiNbO3) appartient �a la 
lasse des 
ristaux ferro�ele
triques. Cetype de mat�eriau poss�ede en g�en�eral une phase para�ele
trique, hautement sym�etrique, stable�a temp�erature �elev�ee. A une temp�erature 
ritique, appel�ee la temp�erature de Curie, il subit unetransition de phase vers sa phase ferro�ele
trique. Cette transition s'a

ompagne d'une diminutionde la sym�etrie 
ristalline et de l'apparition d'une polarisation spontan�ee.5



Le LiNbO3 est 
ouramment employ�e dans le domaine de l'optique : ses 
oeÆ
ients �ele
tro-optiques �elev�es en font un mat�eriau tr�es utilis�e dans des modulateurs �ele
tro-optiques et no-tamment dans des dispositifs int�egr�es qui permettent de moduler une onde lumineuse dans une�bre optique [4℄. En plus, 
e mat�eriau est photor�efra
tif 
e qui en fait un 
andidat s�erieux pourl'enregistrement holographique des donn�ees [5, 6℄.En raison de l'int�erêt industriel du niobate de lithium, 
e dernier est �a l'heure a
tuelle lesujet de nombreuses re
her
hes au niveau th�eorique et exp�erimental. L'�etude th�eorique e�e
tu�eedans le 
adre de 
e travail fa
ilitera d'une part l'interpr�etation de 
ertaines exp�erien
es 
ommepar exemple l'identi�
ation des modes de phonons sur des spe
tres Raman et d'autre part de
omprendre l'origine mi
ros
opique de la transition de phase stru
turale que subit 
e mat�eriau.En plus, elle 
onstitue une premi�ere �etape en vue d'une �etude ult�erieure des propri�et�es optiquesnon lin�eaires du LiNbO3.Nous avons �egalement parti
ip�e �a l'impl�ementation d'une routine permettant de 
al
uler lapolarisation par phases de Berry, dans le programme ABINIT. Une partie de 
e travail sera don

onsa
r�ee �a 
ette th�eorie qui permet de d�e
rire l'�evolution adiabatique d'un syst�eme physique.Elle a �et�e introduite par M. Berry dans le d�ebut des ann�ees quatre-vingt et trouve de nos jours unlarge domaine d'appli
ations en physique et en 
himie [7℄. Nous nous int�eresserons prin
ipalement�a l'appli
ation des phases de Berry �a la th�eorie moderne de la polarisation �ele
trique, d�evelopp�eepar R. Resta [8℄, R. D. King-Smith et D. Vanderbilt [9, 10℄. Cette th�eorie nous permettrade 
al
uler la polarisation spontan�ee du niobate de lithium et d'�etudier l'origine des 
hargese�e
tives de Born anormalement �elev�ees de ses atomes.Notre travail est divis�e en six 
hapitres dont les 
hapitres 1, 2 et 4 sont de nature plutôtth�eorique tandis que les 
hapitres 3, 5 et 6 sont 
onsa
r�es aux r�esultats obtenus lors des 
al
ulsnum�eriques sur le niobate de lithium.Dans le 
hapitre 1, nous exposerons la th�eorie de la fon
tionnelle de la densit�e et montrerons
omment elle permet de 
al
uler l'�energie d'un gaz d'�ele
trons. Nous allons �egalement insistersur les di��erentes approximations physiques et num�eriques utilis�ees en 
al
ul ab initio. La �n de
e 
hapitre est 
onsa
r�ee �a l'�etude th�eorique de la r�eponse d'un solide �a di��erentes perturbations
omme des 
hamps �ele
triques ou des d�epla
ements atomiques. Nous y montrerons 
omment onpeut 
al
uler des d�eriv�ees se
ondes de l'�energie totale par rapport �a 
es param�etres.Le 
hapitre 2 est 
onsa
r�e aux pseudopotentiels. Pour pouvoir e�e
tuer l'�etude th�eorique duniobate de lithium, nous �etions oblig�e de g�en�erer des pseudopotentiels pour les atomes de Nb, Liet O. Le fait que nous avons dû nous familiariser ave
 
ette te
hnique nous a motiv�e de r�ediger
e 
hapitre o�u nous exposerons les di��erentes �etapes dans la 
onstru
tion d'un pseudopotentielet o�u nous montrerons 
omment on peut s'assurer de sa qualit�e.Le 
hapitre 3 est 
onsa
r�e �a l'�etude des propri�et�es stru
turales et �ele
troniques du niobate delithium. Nous y exposerons les r�esultats des optimisations stru
turales e�e
tu�ees ave
 di��erentesapproximations de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation et di��erents pseudopotentiels. Nous dis
ute-rons �egalement la nature partiellement ionique, partiellement 
ovalente des liaisons 
himiquesdans 
e mat�eriau.Dans le 
hapitre 4, nous introduirons la th�eorie des phases de Berry et montrerons 
ommenton peut l'appliquer �a l'�etude th�eorique de la polarisation.Le 
hapitre 5 est 
onsa
r�e �a l'�etude des 
harges e�e
tives de Born dans le niobate de lithium.Nous montrerons que les atomes du LiNbO3 portent des 
harges e�e
tives anomales, largementsup�erieures �a leur 
harge ionique. Une analyse de la 
ontribution des di��erentes bandes d'�energie6



�a la 
harge du niobium montrera que la partie anomale provient prin
ipalement d'une forteintera
tion entre les orbitales atomiques 4d du niobium et 2p de l'oxyg�ene.Dans le 
hapitre 6 , nous �etudierons les phonons au 
entre de la zone de Brillouin du LiNbO3.Une grande partie de 
e 
hapitre est 
onsa
r�ee �a la 
omparaison des fr�equen
es propres 
al
ul�eesaux valeurs exp�erimentales. Mais nous nous int�eresserons �egalement aux m�e
anismes de la tran-sition de phase que subit 
e mat�eriau ainsi qu'�a ses propri�et�es di�ele
triques.Tout le long de 
e travail de �n d'�etudes, nous essaierons d'insister �a la fois sur les aspe
tsth�eoriques et sur les m�e
anismes physiques sousja
ents aux ph�enom�enes �etudi�es.
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Chapitre 1Th�eorie de l'�etat fondamental1.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous montrerons 
omment on peut �etudier les propri�et�es physiques d'unsolide �a partir des premiers prin
ipes que sont la m�e
anique quantique et de l'�ele
tromagn�etisme.Nous exposerons les formalismes qui forment la base du 
al
ul ab initio : le th�eor�eme de Hohen-berg et Kohn et les �equations de Kohn et Sham. Nous parlerons �egalement des di��erentes approxi-mations physiques (approximation de Born et Oppenheimer, expression appro
h�ee de la fon
-tionnelle d'�e
hange-
orr�elation) et num�eriques (�e
hantillonnage de la zone de Brillouin, �energiede 
oupure) qui sont n�e
essaires pour pouvoir �etudier l'�etat fondamental d'un gaz d'�ele
trons.Nous montrerons alors 
omment 
e formalisme permet de d�eterminer les param�etres g�eom�etri-ques d'un 
ristal et d'�etudier la r�eponse d'un solide �a des perturbations 
omme des 
hamps�ele
triques ou des d�epla
ements atomiques.Dans 
e 
hapitre, nous insisterons surtout sur les aspe
ts physiques et math�ematiques desm�ethodes utilis�ees en 
al
ul ab initio. Nous n'entrerons pas dans les d�etails te
hniques 
ommeles algorithmes de minimisation num�erique ou de transform�ee de Fourier rapide utilis�es dans les
al
uls. Nous ne parlerons pas non plus des m�ethodes d'Ewald de sommation sur un r�eseau donton se sert pour 
al
uler l'�energie d'intera
tion �ele
trostatique entre ions.Dans les 
hapitres 3, 5 et 6, nous appliquerons la th�eorie expos�ee �a l'�etude th�eorique duniobate de lithium.1.2 L'approximation de Born et OppenheimerConsid�erons un syst�eme de Ne �ele
trons en pr�esen
e de Ni noyaux. L'�etat fondamental estsolution de l'�equation de S
hr�odingerH	(frg; fRg) = E	(frg; fRg) (1.1)o�u frg = r1; : : : ; rNe repr�esente l'ensemble des 
oordonn�ees des �ele
trons et fRg = R1; : : : ;RNil'ensemble des 
oordonn�ees des noyaux. L'Hamiltonien peut être �e
rit sous la formeH = Ti + Te + Vee + Vei + Vii (1.2)8



o�u les di��erents termes prennent la forme suivante 1Ti = NiX�=1 ��h22M��� (1.3)Te = NeXj=1 ��h22me�j (1.4)Vee = NeXj=1 NeXk=j+1 e2jrj � rkj (1.5)Vii = NiX�=1 NiX�0=�+1 Z�Z�0e2jR� �R�0 j (1.6)Vei = NiX�=1 NeXj=1 �Z�e2jR� � rjj = NeXj=1 v(rj) (1.7)L'�equation (1.1) peut être simpli��ee en utilisant l'approximation adiabatique : �a 
ause deleur masse plus �elev�ee, le mouvement des noyaux est beau
oup plus lent que 
elui des �ele
trons.En plus, la dynamique du r�eseau 
ristallin ne peut pas d�ependre de la position instantan�ee des�ele
trons mais plutôt de la densit�e de 
harge �ele
tronique, 
'est-�a-dire de leur position moyenne.On fait alors l'approximation de 
onsid�erer les noyaux 
omme immobiles et on �etudie lemouvement des �ele
trons dans un r�eseau 
ristallin rigide. Dans 
ette approximation, la fon
tiond'onde totale s'�e
rit 	(frg; fRg) =  e(frg; fRg)�i(fRg) (1.8)o�u le signe " ;" signi�e que la fon
tion d'onde �ele
tronique  e d�epend param�etriquement de laposition des noyaux, ou en
ore qu'elle ne d�epend que de la position instantan�ee des noyaux etpas de leur dynamique.  e v�eri�e l'�equationHe e(frg; fRg) = Ee(fRg) e(frg; fRg) (1.9)ave
 He = Te + Vee + Vei: (1.10)L'�energie totale est alors la somme de l'�energie du gaz d'�ele
trons, Ee, et de l'�energie �ele
trosta-tique des ions Ee+i = Ee + Vii: (1.11)Le se
ond terme est 
onstant pour une 
on�guration atomique �x�ee. Il est obtenu �a l'aide d'unem�ethode d'Ewald de sommations dans un r�eseau [11℄. Nous allons maintenant nous int�eresser �ala d�etermination de Ee.1.3 Le th�eor�eme de Hohenberg et KohnLa r�esolution de l'�equation (1.9) 
onsiste �a trouver une fon
tion �a 3N variables 2 o�u N estde l'ordre de 1023. Le th�eor�eme de Hohenberg et Kohn [1℄, sur lequel est bas�ee la th�eorie de la1Z� repr�esente le nombre atomique de l'atome � et e le module de la 
harge de l'�ele
tron (e > 0).2Nous n'�e
rivons plus l'indi
e "e" pour ne pas sur
harger les notations.9



fon
tionnelle de la densit�e (DFT), simpli�e 
e probl�eme en aÆrmant que toutes les propri�et�esphysiques du syst�eme d'�ele
trons ne d�ependent que de la densit�e de 
harge de l'�etat fondamental.Celle-
i est une fon
tion �a trois variables s
alaires li�ee �a la fon
tion d'onde  par la relationn(r) = N Z dr2 : : : drN j (r; r2; : : : ; rN )j2: (1.12)Le th�eor�eme de Hohenberg et Kohn s'�enon
e de la mani�ere suivante :Supposons une famille de Hamiltoniens H = T + Vee + Vext ne di��erant que par lepotentiel Vext =Pi v(ri). Vext est alors d�etermin�e de mani�ere univoque par la densit�ede 
harge de l'�etat fondamental 3.Un exemple de Vext est le potentiel Vei (relation (1.7)), ren
ontr�e dans la se
tion pr�e
�edente.Celui-
i s'�e
rit 
omme la somme de potentiels �a un 
orps, repr�esentant l'intera
tion d'un �ele
tronave
 le r�eseau 
ristallin.On sait d�ej�a que le potentiel externe d�etermine la densit�e de 
harge n(r) par l'interm�ediairede l'HamiltonienH dont  est fon
tion propre. Le th�eor�eme de Hohenberg et Kohn montre alorsque la r�e
iproque est vraie aussi.La d�emonstration se fait par l'absurde : Supposons qu'il existe deux potentiels Vext et V 0extv�eri�ant Vext � V 0ext 6= 
, o�u 
 est une 
onstante, qui donnent lieu �a la même densit�e de 
hargen(r). Les fon
tions  et  0 ne peuvent pas êtres �egales puisqu'elles ob�eissent �a des �equations deS
hr�odinger di��erentes ( H = E H 0 0 = E0 0 (1.13)ave
 H = T + Vee + Vext et H 0 = T + Vee + V 0ext.Le th�eor�eme variationnel nous permet alors d'�e
rireE0 = h 0jH 0j 0i< h jH 0j i< h jH + V 0ext � Vextj i< E + h jV 0ext � Vextj i: (1.14)Et invers�ement, on a E < E0 + h 0jVext � V 0extj 0i: (1.15)Les �el�ements de matri
e de Vext � V 0ext des relations (1.14) et (1.15) sont �egaux au signe pr�espuisqu'on a suppos�e que les deux potentiels donnent lieu �a la même densit�eh jV 0ext � Vextj i = Z dr[v0(r)� v(r)℄n(r) = h 0jV 0ext � Vextj 0i: (1.16)En prenant la somme de 
es deux in�egalit�es, on obtient �nalementE +E0 < E0 +E (1.17)
e qui est �evidemment absurde. Deux potentiels Vext et V 0ext ne peuvent don
 pas donner lieu �ala même densit�e de 
harge.3Quand on parle de l'�etat fondamental, on 
onsid�ere le gaz d'�ele
trons �a 0 K10



Par 
ons�equent, l'�energie de l'�etat fondamental peut s'�e
rire 
omme une fon
tionnelle de ladensit�e E[n℄ = h jT + Vee + Vextj i: (1.18)En utilisant le th�eor�eme variationnel, on peut r�ee
rire 
ette relation sous la formeE[n℄ = min' h'jT + Vee + Vextj'i (1.19)= minn �min'!nh'jT + Veej'i+ Z drn(r)v(r)� (1.20)= minn �F [n℄ + Z drn(r)v(r)� : (1.21)Le minimun de la formule (1.19) est pris sur toutes les fon
tions d'ondes �a 3N variables, anti-sym�etriques sur la permutation de deux parti
ules. Dans la relation (1.20), nous e�e
tuons 
etteminimisation en deux �etapes : nous minimisons d'abord sur toutes les fon
tions donnant unedensit�e n(r) pour prendre ensuite le minimum sur n(r). Les densit�es par rapport auxquelles onminimise doivent v�eri�er la 
ondition Z drn(r) = N: (1.22)Dans la relation (1.21), nous avons introduit la fon
tionnelle de Hohenberg et KohnF [n℄ = min'!nh'jT + Veej'i (1.23)qui est universelle dans le sens qu'elle ne d�epend pas du potentiel Vext.En r�esum�e, dans le 
adre de la DFT, la re
her
he de l'�etat fondamental revient �a minimiserl'expression (1.21) sous la 
ontrainte (1.22).1.4 Les �equations de Kohn et ShamKohn et Sham [2℄ ont propos�e une m�ethode �el�egante pour r�esoudre l'�equation (1.21) enrempla�
ant le gaz d'�ele
trons en intera
tion par un ensemble de parti
ules �
tives ind�ependantes.Ceux-
i reproduisent la même densit�e de 
harge que le vrai syst�eme d'�ele
trons. Chaque parti
uleest soumise �a un potentiel e�e
tif vs(r) qui repr�esente le potentiel ext�erieur v(r) et l'e�et desautres �ele
trons. Il doit être d�etermin�e de mani�ere self-
onsistente. La m�ethode de Kohn-Shamressemble don
 �a 
elle de Hartree. Mais elle a l'avantage d'être formellement exa
te en traitantles e�ets d'�e
hange-
orr�elation n�eglig�es par 
ette derni�ere.E
rivons la fon
tionnelle F [n℄ sous la formeF [n℄ = Ts[n℄ +EH [n℄ +Ex
[n℄: (1.24)Ts[n℄ est l'�energie 
in�etique d'un syst�eme de parti
ules sans intera
tion et EH [n℄ l'�energie deHartree qui est l'�energie �ele
trostatique 
lassique d'une distribution de 
harges de densit�e n(r)EH [n℄ = e22 Z dr Z dr0n(r)n(r0)jr� r0j : (1.25)11



Ex
[n℄ repr�esente l'�energie d'�e
hange-
orr�elation et est la di��eren
e entre l'�energie de l'�etatfondamental E[n℄ et les 
ontributions qui peuvent être 
al
ul�ees de mani�ere exa
te 4 (�a savoirTs[n℄, EH [n℄ et l'�energie potentielle).Introduisons la relation (1.24) dans l'�equation (1.21). Pour minimiser la fon
tionnelle E[n℄,nous devons annuler sa d�eriv�ee fon
tionnelle par rapport �a la densit�e n(r) en respe
tant la
ondition (1.22). Ce
i peut être r�ealis�e en introduisant un param�etre de Lagrange � :ÆÆn(r) �Ts[n℄ +EH [n℄ +Ex
[n℄ + Z drn(r)v(r)� � Z drn(r)� = 0 (1.26)En �evaluant la d�eriv�ee fon
tionnelle (voir appendi
e A), on obtientÆTsÆn(r) + vH(r) + v(r) + vx
(r)� � = 0 (1.27)o�u vH(r) est le potentiel de HartreevH(r) = e2 Z dr0 n(r0)jr� r0j (1.28)et vx
(r) le potentiel d'�e
hange-
orr�elationvx
(r) = ÆEx
Æn(r) : (1.29)Regardons maintenant un syst�eme de parti
ules ind�ependantes soumises �a un potentiel lo
alvs(r). L'�energie de l'�etat fondamental s'�e
ritE[n℄ = Ts[n℄ + Z drn(r)vs(r): (1.30)En minimisant 
ette fon
tionnelle par rapport �a n(r), on obtientÆTsÆn(r) + vs(r)� � = 0: (1.31)En 
omparant les �equations (1.27) et (1.31), on d�eduit que les parti
ules ind�ependantes donne-ront la même densit�e de 
harge que le gaz d'�ele
trons (d�e
rit par l'�equation (1.9)) pour autantqu'on pose vs(r) = vH(r) + v(r) + ÆEx
Æn(r) : (1.32)Tout revient don
 �a r�esoudre un syst�eme d'�equations de S
hr�odinger �a un 
orps de mani�ereself-
onsistente : 8>>>><>>>>: n��h22m �+ vs(r)o i(r) = "i i(r)vs(r) = v(r) + ÆEx
Æn(r) + e2 R dr0 n(r0)jr�r0jn(r) =PNi=1  �i (r) i(r) : (1.33)4Par d�e�nition, Ex
[n℄ est don
 le terme qu'il faut ajouter �a la relation (1.24) pour qu'elle soit 
orre
te. Nousn'allons pas pr�e
iser 
ette fon
tionnelle d'avantage pour le moment. Dans la se
tion 1.5, nous allons voir qu'onest oblig�e d'utiliser des approximations pour pouvoir la repr�esenter.12



Bien sûr, les fon
tions  i sont soumises �a la 
ondition d'orthonormalit�eh ij ji = Æij : (1.34)L'�energie 
in�etique Ts[n℄ s'�e
rit alorsTs[n℄ = NXi=1* i �������h22m ������ i+= NXi=1 "i � NXi=1 Z dr vs(r)j i(r)j2= NXi=1 "i � Z dr vs(r)n(r): (1.35)On obtient �nalement l'expression suivante de la fon
tionnelle E[n℄E[n℄ = Ts[n℄ +EH [n℄ +Ex
[n℄ + Z dr v(r)n(r)= NXi=1 "i � Z drn(r)�v(r) + e2 Z dr0 n(r0)jr� r0j + ÆEx
Æn(r)�+e22 Z dr Z dr0n(r)n(r0)jr� r0j +Ex
[n℄ + Z dr v(r)n(r)= NXi=1 "i � e22 Z dr Z dr0n(r)n(r0)jr� r0j +Ex
[n℄� Z drn(r) ÆEx
Æn(r) : (1.36)D'apr�es 
e que nous venons de dis
uter, les grandeurs pertinentes dans le formalisme Kohn-Sham sont plutôt les fon
tions d'ondes �a un 
orps  i(r) que la densit�e. En faisant varier 
elles-
isous la 
ontrainte (1.34), on peut obtenir l'�energie de l'�etat fondamental du gaz d'�ele
tronsen minimisant l'expression (1.24). Cette appro
he est �equivalente �a la r�esolution dire
te des�equations de Kohn-Sham mais plus fa
ile �a r�ealiser d'un point de vue num�erique.1.5 L'�energie d'�e
hange-
orr�elationLa m�ethode de Kohn et Sham permettrait de d�eterminer la densit�e �ele
tronique exa
te si lepotentiel d'�e
hange-
orr�elation (1.29) �etait 
onnu. Malheureusement, on est oblig�e d'utiliser desapproximations pour 
e terme. Mais avant de parler de 
es approximations, nous allons regarderde plus pr�es la nature physique de l'intera
tion d'�e
hange-
orr�elation. Introduisons d'abord unedensit�e �a deux parti
ules 5n(r1; r2) = N(N � 1) Z dr3 : : : drN j (r1; r2; : : : ; rN )j2 (1.37)qui donne la probabilit�e de trouver une paire d'�ele
trons en r1 et r2. Elle est li�ee �a la densit�e(rel (1.12)) par la relation n(r) = 1N � 1 Z dr0n(r; r0): (1.38)5 (frg) est solution de l'�equation (1.9) et n'a, pour le moment, rien a voir ave
 la th�eorie de Kohn et Sham.La densit�e �a deux parti
ules, 
omme nous venons de l'introduire i
i est la partie diagonale d'une expression plusg�en�erale, 
onnue sous le nom de "matri
e de densit�e d'ordre deux" [12, page 22℄.13



L'�energie d'intera
tion 
oulombienne s'�e
rit alorsh jVeej i = e22 NXi=1 NXj=1j 6=i Z dr1 : : : drN j (r1; r2; : : : ; rN )j2 1jr1 � r2j= e22 Z dr1dr2 n(r1; r2)jr1 � r2j : (1.39)Regardons maintenant la probabilit�e 
onditionnelle de trouver un �ele
tron en r2 si on saitqu'il y en a d�ej�a un en r1 . Elle s'�e
ritP (r2jr1) = n(r1; r2)n(r1) : (1.40)Le trou d'�e
hange-
orr�elation est d�e�ni 
omme le d�e�
it d'�ele
trons en r2 �a 
ause de la pr�esen
ed'un �ele
tron en r1 nx
(r2; r1) = P (r2jr1)� n(r2): (1.41)Son nom vient du fait qu'il 
orrespond au d�e�
it d'un �ele
tron si on l'int�egre sur toute l'espa
eZ dr2 nx
(r2; r1) = �1: (1.42)En introduisant les relations (1.41) et (1.40) dans l'expression de l'�energie 
oulombienne (1.39),
elle-
i se d�e
ompose en l'intera
tion �ele
trostatique 
lassique (1.25) plus l'�energie d'�e
hange-
orr�elation Ex
h jVeej i = e22 Z dr1dr2 1jr2 � r1j fn(r1)nx
(r2; r1) + n(r1)n(r2)g= EH + Ex
 (1.43)qui peut être interpr�et�ee 
omme l'intera
tion �ele
trostatique d'un �ele
tron ave
 son trou d'�e
hange-
orr�elation Ex
 = e22 Z dr1dr2n(r1)nx
(r2; r1)jr2 � r1j : (1.44)L'�energie d'�e
hange-
orr�elation Ex
, 
omme nous venons de la d�e�nir et 
omme elle est ha-bituellement d�e�ni pour un syst�eme �a N 
orps, est di��erente de l'�energie d'�e
hange-
orr�elationEx
 du formalisme Kohn-Sham. Cette di��eren
e provient du fait que Ex
 
ontient une partie del'�energie 
in�etique,Tx
, des �ele
trons :F [n℄ = T [n℄ +EH [n℄ + Ex
[n℄= Ts[n℄ + Tx
[n℄ + Ex
[n℄ +EH [n℄= Ts[n℄ +Ex
[n℄ +EH [n℄ (1.45)o�u Ex
[n℄ = Tx
[n℄ + Ex
[n℄ (1.46)et Tx
[n℄ = T [n℄� Ts[n℄ (1.47)14



est la di��eren
e d'�energie 
in�etique du vrai gaz d'�ele
trons en intera
tion (T [n℄) et du gaz departi
ules �
tives de Kohn-Sham (Ts[n℄).Une relation interessante entre Ex
 et Ex
 est donn�ee par un formalisme qui 
onne
te le gazd'�ele
trons en intera
tion adiabatiquement aux parti
ules �
tives de Kohn-Sham. Introduisonsune famille de Hamiltoniens H(�) = T + �Vee + Vext(�): (1.48)Le param�etre � d�etermine l'intensit�e de l'intera
tion �ele
tron-�ele
tron (� = 1 pour le syst�emer�eel et � = 0 pour les parti
ules ind�ependantes de Kohn-Sham). Le potentiel Vext(�) est 
hoiside fa�
on telle que la densit�e �ele
tronique soit la même quelque soit la valeur de � 6.On d�emontre alors (voir [12, page 33℄) queEx
[n℄ = e22 Z dr1dr2 n(r1)�nx
(r2; r1)jr2 � r1j (1.49)ave
 �nx
(r2; r1) = Z 10 d�nx
(r2; r1): (1.50)L'�energie d'�e
hange-
orr�elation du formalisme Kohn-Sham est don
 �egale �a l'�energie d'intera
tion�ele
trostatique d'un �ele
tron ave
 la moyenne sur � de son trou d'�e
hange-
orr�elation 7.Ce trou est 
r�e�e par trois e�ets :{ La premi�ere 
ontribution assure qu'un �ele
tron ne peut pas interagir ave
 lui-même. Ainsi,on d�emontre par exemple que Ex
[n℄ = �EH [n℄ pour un syst�eme ne 
ontenant qu'un seul�ele
tron [13℄.{ La deuxi�eme 
ontribution est due au prin
ipe de Pauli qui tend �a �eloigner deux �ele
tronsde même spin.{ La troisi�eme 
ontribution provient de la r�epulsion 
oulombienne entre �ele
trons.Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e au d�ebut de 
ette se
tion, nous devons utiliser desapproximations pour la fon
tionnelle d'�e
hange-
orr�elation Ex
[n℄. Dans le 
adre de 
e travailde �n d'�edudes, nous avons utilis�e deux types d'approximations : l'approximation de la densit�elo
ale (LDA) et la "Generalized Gradient Approximation" (GGA), qui ne regardent que la formelo
ale de la densit�e �ele
tronique.La LDA est l'approximation la plus simple qu'on peut imaginer. Elle suppose que l'�energied'�e
hange-
orr�elation par parti
ule, "x
(r), ne d�epend que de la densit�e en r et qu'elle est �egale�a l'�energie d'�e
hange-
orr�elation par parti
ule d'un gaz homog�ene de densit�e n(r)ELDAx
 [n℄ = Z drn(r)"homx
 (n(r)) : (1.51)La LDA n'est stri
tement valable que pour des syst�emes o�u la densit�e varie lentement,puisqu'elle ignore toutes les inhomog�enit�es de n(r). Il est don
 remarquable qu'elle fournit desbons r�esultats dans des 
al
uls sur des solides o�u la densit�e est loin d'être homog�ene.Le su

�es de la LDA peut être partiellement attribu�e au fait que la fon
tionnelle ELDAx
 [n℄est exa
te pour un syst�eme physique parti
ulier (le gaz homog�ene) et poss�ede par 
ons�equent6Ce
i n'est pas en d�esa

ord ave
 le th�eor�eme de Hohenberg et Kohn puisque 
elui-
i suppose que les syst�emesd'�ele
trons ne di��erent que par le potentiel externe et pas par l'intera
tion �ele
tron-�ele
tron.7La pr�esen
e du terme Tx
 dans l'expression de Ex
 fait en sorte que Ex
 n'est pas simplement �egale �a l'�energied'intera
tion �ele
trostatique de l'�ele
tron ave
 son trou d'�e
hange-
orr�elation en � = 0.15



beau
oup de propri�et�es de la fon
tionnelle exa
te (voir par exemple [14℄). En parti
ulier, ellev�eri�e la relation (1.42).La GGA permet en g�en�eral d'am�eliorer les r�esultats de la LDA. Elle ne regarde pas unique-ment la densit�e en un point mais �egalement ses variations lo
ales en introduisant une �energied'�e
hange-
orr�elation par parti
ule qui d�epend du gradient et �eventuellement des d�eriv�ees sup�er-ieures de n(r) EGGAx
 [n℄ = Z drn(r)"GGAx
 (n(r); jrn(r)j;�n(r); : : :) : (1.52)Dans le 
adre de 
e travail de �n d'�etudes, nous avons utilis�e une param�etrisation propos�eepar Perdew et Wang [15℄ pour la LDA et une param�etrisation propos�ee par Perdew, Burke etErzenhof [16℄ pour la GGA.1.6 Le th�eor�eme de Blo
hNous avons vu dans la se
tion 1.4 qu'il faut r�esoudre un syst�eme d'�equations de S
hr�odingermono�ele
troniques pour obtenir l'�energie et la densit�e de l'�etat fondamental. Pour un solide
ristallin in�ni, sur lequel on impose des 
onditions aux limites p�eriodiques (Born- von Karman)sur L mailles, les solutions s'�e
rivent 
omme le produit d'une onde plane par une fon
tion un(k; r)ayant la p�eriodi
it�e du r�eseau  n;k(r) = 1pL
un(k; r)eik�r: (1.53)Dans 
ette expression, 
 repr�esente le volume d'une maille du r�eseau 
ristallin, k un ve
teurd'onde de la premi�ere zone de Brillouin (BZ) et n l'indi
e de la bande d'�energie. L'indi
e i dusyst�eme d'�equations (1.33) repr�esente don
 l'ensemble des nombres quantiques n et k.Les fon
tions un(k; r) sont solutions de l'�equation de S
hr�odinger 8� 12m(p+ �hk)2 + vH(r) + vx
(r) + v(k; r)�un(k; r) = "n(k)un(k; r) (1.54)o�u nous avons introduit la notationv(k; r) = e�ik�rv(r)eik�r: (1.55)Si v(r) repr�esente un potentiel ionique purement lo
al, alors v(r) et v(k; r) sont identiques.Mais 
e
i n'est plus vrai si v(r) est une expression non-lo
ale 
omme 
elle utilis�ee pour lespseudopotentiels (voir 
hapitre 2).Les fon
tion  n;k(r) peuvent être d�e
ompos�ees en s�erie de Fourier n;k(r) = 1pL
XG Cn;k(G)ei(k+G)�r (1.56)o�u la somme s'�etend sur tous les ve
teurs G du r�eseau r�e
iproque.8p = �hir repr�esente l'op�erateur impulsion.
16



En introduisant 
ette relation dans l'�equation (1.54), on obtient un syst�eme d'�equationss�e
ulaires dont les 
oeÆ
ients Cn;k(G) sont les ve
teurs propres et les �energies "n(k) les valeurspropresXG0 (" �h22m jk+Gj2 � "n(k)# ÆG;G0 + vx
(G�G0) + vH(G�G0) + v(k+G;k+G0))Cn;k(G0) = 0:(1.57)vx
(G), vH(G) et v(k + G;k + G0) sont les transform�ees de Fourier du potentiel d'�e
hange-
orr�elation, du potentiel de Hartree et du (pseudo-)potentiel ext�erieurvx
(G) = 1pL
 Z dr vx
(r)e�iG�r (1.58)vH(G) = 1pL
 Z dr vH(r)e�iG�r (1.59)v(k+G;k+G0) = 1pL
 Z dr e�iG�rv(k; r)eiG�r: (1.60)R�esoudre les �equations de Kohn et Sham dans le 
as d'un solide 
ristallin revient don
 �atrouver les valeurs et ve
teurs propres de l'�equation s�e
ulaire (1.57). Ce
i peut se faire pardiagonalisation num�erique, o�u, de mani�ere �equivalente, en ajustant les 
oeÆ
ients Cn;k(G) demani�ere �a 
e qu'ils minimisent l'expression 9* n;k �������h22m �+ vs����� n;k+ (1.61)sous la 
ontrainte d'orthonormalit�e des fon
tions de Blo
h.Comme les algorithmes de diagonalisation num�erique requi�erent un nombre d'op�erationsproportionnel �a la troisi�eme puissan
e du nombre de 
oeÆ
ients Cn;k(G), on utilise plutôt laderni�ere appro
he dans les 
al
uls pratiques.1.7 Approximations utilis�eesJusqu'�a pr�esent, nous avons utilis�e deux approximations : l'approximation adiabatique nousa permis de d�e
oupler le mouvement des �ele
trons de 
elui des noyaux et nous avons intro-duit deux expressions appro
h�ees pour l'�energie d'�e
hange-
orr�elation. Il est 
lair que nous de-vons faire des simpli�
ations suppl�ementaires pour pouvoir r�esoudre les �equations de Kohn etSham num�eriquement. Dans 
ette se
tion, nous allons introduire deux autres approximations :l'�e
hantillonnage de la zone de Brillouin et l'�energie de 
oupure, qui d�e�nit la taille de la based'ondes planes utilis�ee dans le d�eveloppement en s�erie des fon
tions de Blo
h (relation (1.56)).Une troisi�eme approximation, dont nous allons parler dans le 
hapitre 2, 
onsiste �a utiliser despseudopotentiels.E
hantillonnage de la zone de BrillouinLa densit�e �ele
tronique est obtenue en int�egrant le 
arr�e des modules des fon
tions de Blo
hsur la Zone de Brillouin (BZ) et en sommant sur toutes les bandes o

up�ees. En prin
ipe, on9
'est-�a-dire en utilisant le prin
ipe variationnel 17



devrait don
 
onnâ�tre les fon
tions de Blo
h en tout point k de la BZ 
e qui reviendrait �ar�esoudre l'�equation s�e
ulaire (1.57) une in�nit�e de fois. On utilise alors le fait que les ondes deBlo
h ne varient que tr�es peu dans le voisinage d'un point de la BZ et on repr�esente les fon
tionsd'ondes d'une r�egion de l'espa
e r�e
iproque par 
elle en un seul point. On doit don
 uniquementr�esoudre l'�equation s�e
ulaire en un nombre �ni de points k et l'int�egrale sur la BZ est appro
h�eepar une somme �nie sur 
es quelque points. En utilisant les propri�et�es de sym�etrie du 
ristal�etudi�e, on peut se 
ontenter de 
hoisir 
es points �a l'int�erieur de la partie irr�edu
tible de la BZ
e qui simpli�e davantage le probl�eme [17, page 119℄.La te
hnique utilis�ee en pratique a �et�e introduite par H.J. Monkhorst et J.D.Pa
k [18℄. Elle
onsiste �a d�e�nir une grille de n points judi
ieusement 
hoisis dans 
haque dire
tion de l'espa
er�e
iproque que nous allons noter dans la suite n� n� n.D�eveloppement en s�erie des fon
tions de Blo
hDans la se
tion 1.6, nous avons vu qu'on peut d�e
omposer les fon
tions de Blo
h en s�erie deFourier dont les 
oeÆ
ients sont solutions de l'�equation s�e
ulaire (1.57). En prin
ipe, on devraitutiliser un nombre in�ni d'ondes planes pour repr�esenter 
orre
tement les ondes de Blo
h, maisen pratique, on est oblig�e de tronquer le d�eveloppement en s�erie. On se restreint alors �a desondes planes dont l'�energie 
in�etique est inf�erieure �a une �energie de 
oupure E
ut�h22m jk+Gj2 � E
ut: (1.62)Dans la pratique, il faut toujours tester la 
onvergen
e des r�esultats par rapport �a l'�energiede 
oupure et par rapport �a la grille de points k. On 
ommen
e par exemple en faisant un 
al
ulen 
hoisissant une 
ertaine valeur de 
es deux param�etres. Puis, on re
ommen
e le même 
al
ulen augmentant E
ut ou en prenant une grille plus dense jusqu'�a 
e que la grandeur que l'on veutd�eterminer ne varie plus 10.Dans la plupart de nos 
al
uls sur le LiNbO3, une grille 6� 6� 6 et une �energie de 
oupurede 35 hartree �etaient suÆsantes pour avoir des r�esultats bien 
onverg�es.Les deux approximations que nous venons d'introduire sont fa
iles �a mâ�triser. Il suÆt d'aug-menter E
ut ou le nombre de points k pour avoir des r�esultats plus pr�e
is. Ce
i n'est pas le 
asdes approximations de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation (LDA ou GGA) qu'on ne sait pas 
ontrôlerfa
ilement et qui sont des sour
es d'erreurs syst�ematiques dans tous les 
al
uls.1.8 Optimisations stru
turalesNous avons vu dans la se
tion 1.4 qu'il faut r�esoudre les �equations de Kohm et Sham pour
al
uler l'�energie du gaz d'�ele
trons dans l'�etat fondamental. En faisant 
e 
al
ul pour di��erentespositions atomiques, on peut obtenir la stru
ture 
ristalline du solide qu'on �etudie. Pour 
ela, ilsuÆt de 
her
her la 
on�guration qui minimise l'�energie totale.Si la maille �el�ementaire du 
ristal 
ontient r atomes, 
e
i revient �a trouver le minimum d'unehypersurfa
e �a 3r dimensions. Il est 
lair que 
ette op�eration est diÆ
ile �a r�ealiser puisque 
ette10Si on veut par exemple 
al
uler des fr�equen
es de phonons, il faur tester la 
onvergen
e par rapport �a 
esgrandeurs. 18



surfa
e 
ontient en g�en�eral un grand nombre de minima lo
aux. En plus elle, serait 
ara
t�eris�eepar un temps de 
al
ul extr�emement long.Pour diminuer le nombre de degr�es de libert�e �a ajuster, on �xe alors la sym�etrie du 
ristalet on minimise l'�energie totale dans les sous-espa
e d�e�ni par le groupe de sym�etrie. Le LiNbO3(voir 
hapitre 3) par exemple poss�ede un maille �el�ementaire 
ontenant 10 atomes. En �xant legroupe de sym�etrie, il suÆt d'ajuster 3 param�etres dans la phase para�ele
trique et 6 dans laphase ferro�ele
trique au lieu des 30 qu'on aurait dû d�eterminer autrement.Cette d�emar
he a un autre avantage : la phase para�ele
trique du LiNbO3 n'est stable qu'audessus de 1480 K. Mais 
omme nous l'avons dit dans la se
tion 1.3, la th�eorie de la fon
tionnellede la densit�e ne permet que de 
al
uler l'�etat fondamental du gaz d'�ele
trons �a 0 K. En ajustantla position des atomes sans 
ontrainte, on �nirait toujours par trouver la stru
ture 
ristallinepr�esente �a 0 K et on serait in
apable de faire des 
al
uls sur la phase para�ele
trique. Ce n'estqu'en �xant sa sym�etrie qu'on peut essayer d'obtenir les positions atomiques et les param�etresde maille dans 
ette phase.Dans des stru
tures simples, 
omme par exemple des semi-
ondu
teurs de stru
ture Zin
-Blende, o�u il n'y a qu'un seul degr�e de libert�e �a ajuster, on peut minimiser l'�energie 
omme nousl'avons d�e
rit plus haut. Mais si on veut faire des optimisations stru
turales sur des syst�emesplus 
ompliqu�es, 
omme par exemple le LiNbO3, il est plus eÆ
a
e de 
al
uler les for
es sur lesatomes et les 
ontraintes dans le 
ristal. On fait alors varier les positions atomiques et la formede la maille jusqu'�a 
e que 
es deux grandeurs s'annulent.La for
e sur un atome est la d�eriv�ee premi�ere de l'�energie totale par rapport �a un d�epla
ementin�nit�esimal de 
et atome F�� = ��Ee+i���� : (1.63)Dans 
ette relation, � d�esigne un atome parti
ulier de la maille et � la dire
tion du d�epla
ement.Les 
ontraintes sont les d�eriv�ees premi�eres de l'�energie totale par rapport aux d�eformationsde la maille ��� = ��Ee+i�x�� : (1.64)x�� sont les �el�ements du tenseur des d�eformations (strain tensor) 11.Ces deux grandeurs peuvent être 
al
ul�ees �a partir des fon
tions d'ondes de l'�etat fondamentalen appliquant le th�eor�eme de Hellmann-Feynman [17, page 40℄.1.9 Density fun
tional perturbation theory1.9.1 D�eriv�ees de l'�energie totaleBeau
oup des propri�et�es d'un solide sont li�ees aux d�eriv�ees de son �energie dans l'�etat fon-damental. Les perturbations que nous allons 
onsid�erer i
i sont des 
hamps �ele
triques ou desd�epla
ements atomiques. En ne regardant que les d�eriv�ees d'ordre deux, 
es di��erentes grandeurssontLe tenseur di�ele
trique optique "1�� qui mesure la r�eponse du gaz d'�ele
trons �a un 
hamp�ele
trique homog�ene. "1�� est le 
oeÆ
ient de proportionalit�e (�a l'ordre lin�eaire) entre le11Voir [4, page 60℄ pour la d�e�nition exa
te du tenseur x��19




hamp �ele
trique ma
ros
opique E et le d�epla
ement �ele
trique D en supposant que le
hamp �ele
trique ne modi�e pas la position des ions :D� = 3X�=1 "1��E� : (1.65)Il est mesur�e 12 en �etudiant la r�eponse du solide �a un 
hamp E(t) dont la fr�equen
e estgrande 
ompar�ee aux fr�equen
es de vibration du r�eseau 
ristallin, mais petite vis-�a-visdes �energies d'ex
itation du gaz �ele
tronique. "1�� est li�e �a la d�eriv�ee se
onde de l'�energie�ele
tronique par rapport au 
hamp �ele
trique par la relation [19℄"1�� = Æ�� � 4�
 �2E�E��E� (1.66)o�u E repr�esente l'�energie par maille �el�ementaire et 
 le volume d'une maille du r�eseau
ristallin.Les 
onstantes de for
es interatomiques qui mesurent la for
e sur un atome � induite parle d�epla
ement �� d'un atome �0C��;�0�(a; b) = �2Ee+i��a���� b�0� : (1.67)Dans 
ette relation, a et b d�esignent deux mailles du 
ristal, � et �0 deux atomes �a l'int�erieurd'une maille et � et � les dire
tions des d�epla
ements. A partir des 
onstantes de for
esinteratomiques, on peut d�eterminer les fr�equen
es et les d�epla
ements propres des phononsdans un solide (voir 
hapitre 6).Les 
harges e�e
tives de Born : Le tenseur des 
harges e�e
tives Z��;�� est le 
oeÆ
ient deproportionalit�e �a l'ordre lin�eaire, et sous 
hamp �ele
trique nul, qui lie la variation de lapolarisation dans la dire
tion � au d�epla
ement du sous-r�eseau d'atomes � dans la dire
tion� Z��;�� = 
 �P����� ����E=0 : (1.68)Il est li�e �a la d�eriv�ee se
onde de l'�energie par rapport au 
hamp �ele
trique et au d�epla
ementatomique par la relation Z��;�� = � �2Ee+i�����E� : (1.69)Dans les se
tions suivantes, nous allons montrer, en toute g�en�eralit�e , 
omment la th�eorie desperturbations et le prin
ipe varitionnel, appliqu�es �a la fon
tionnelle de la densit�e, permettentd'obtenir les d�eriv�ees se
ondes de l'�energie totale.1.9.2 Appro
he perturbativePour d�eterminer la r�eponse du gaz d'�ele
trons �a une perturbation externe, nous allons d'abordraisonner sur l'�equation (1.9). Supposons que le potentiel externe v(r;�) d�epend d'un param�etre12Pour 
al
uler le tenseur di�ele
trique optique par 
ontre, on �etudie la r�eponse du gaz d'�ele
trons �a un 
hamp�ele
trique 
onstant en supposant les ions �xes. 20



� = (�1; : : : ; �J ) qui d�e
rit l'ensemble des perturbations (d�epla
ements atomiques ou 
hamps�ele
triques) agissantes sur le gaz d'�ele
trons et que le 
as � = 0 d�esigne le probl�eme non perturb�equi est 
onsid�er�e 
omme r�esolu. L'�energie de l'�etat fondamental peut en
ore s'�e
rire 
ommel'�el�ement de matri
e de l'Hamiltonien entre les fon
tions d'ondesE = h ejHj ei : (1.70)Pour 
al
uler la d�eriv�ee premi�ere de E par rapport �a �i, nous allons appliquer le th�eor�eme deHellmann-Feynman �E��i = � e �����H��i ���� e� : (1.71)Nous pouvons r�ee
rire 
ette relation sous la forme 13�E��i = Z drn(r)�v(r;�)��i : (1.72)En d�erivant 
ette expression par rapport �a �j, on obtient alors une relation qui lie les d�eriv�eesse
ondes de l'�energie aux variations du potentiel externe et de la densit�e�2E��i��j = Z dr(�n(r)��j �v(r;�)��i + n(r)�2v(r;�)��i��j ) : (1.73)Les d�eriv�ees du potentiel externe sont en g�en�eral fa
iles �a 
al
uler. Nous allons nous 
on
en-trer i
i sur les variations de la densit�e �ele
tronique. Dans la se
tion 1.4, nous avons vu que ladensit�e du vrai gaz d'�ele
trons est identique �a la densit�e produite par les parti
ules �
tives deKohn-Sham. Sa d�eriv�ee par rapport �a �i s'�e
rit alors�n(r)��i = NXj=1  j(r)� �j (r)��i +  �j (r)� j(r)��i ! : (1.74)Cette relation montre qu'il suÆt de 
onnâ�tre les d�eriv�ees premi�eres des fon
tions d'ondes pourobtenir les d�eriv�ees se
ondes de l'�energie.Pour obtenir 
es d�eriv�ees premi�eres, nous allons appliquer la th�eorie des perturbations ausyst�eme d'�equations self-
onsistent de Kohn-Sham (1.33). Et pour simpli�er les raisonnements,nous allons supposer que � n'est qu'un param�ete s
alaire.R�e�e
rivons d'abord le syst�eme (1.33) en indiquant expli
itement la d�ependan
e en � desdi��erentes grandeurs 8>>><>>>: n��h22m �+ vs(r;�)o i(r;�) = "i(�) i(r;�)vs(r;�) = v(r;�) + vx
(r;�) + vH(r;�)n(r;�) =PNi=1  �i (r;�) i(r;�) (1.75)Si on suppose � petit, on peut d�evelopper le potentiel vs(r;�), les fon
tions d'ondes  i(r;�) etles niveaux d'�energie "i(�) en s�erie de Taylor dans le voisinage de � = 08>>><>>>:  i(r;�) =  (0)i (r) +  (1)i (r) +  (2)i (r) + : : :"i(�) = "(0)i + "(1)i + "(2)i + : : :vs(r;�) = v(0)s (r) + v(1)s (r) + v(2)s (r) + : : : (1.76)13Pour simpli�er, nous supposons que le potentiel externe est lo
al.21



Dans 
ette relation, nous avons introduit la notationX(n) = 1n! dnXd�n �����=0 : (1.77)La th�eorie des perturbations [20, page 152℄ nous apprend alors que la d�eriv�ee premi�ere desorbitales Kohn-Sham est solution de l'�equation�H(0) � "(0)i � j (1)i i = �"(1)i � v(1)� j (0)i i: (1.78)L'orthonormalit�e des orbitales Kohn-Sham, valable quel que soit �, impose la 
ondition suivantesur les fon
tions  (1)i h (1)i j (0)j i+ h (0)i j (1)j i = 0 (1.79)et les d�eriv�ees premi�eres des valeurs propres sont donn�ees par le th�eor�eme de Hellmann-Feynman"(1)i = h (0)i jv(1)s j (0)i i: (1.80)v(1)s doit tenir 
ompte �a la fois de la variation du potentiel externe et des e�ets dus �a la variationde la densit�e v(1)s (r) = v(1)(r) + e2 Z dr0 n(1)(r0)jr� r0j + Z dr0 Æ2Ex
Æn(r0)Æn(r)n(1)(r0): (1.81)On d�emontre alors que les solutions de l'�equation (1.78) peuvent être d�e
ompos�ees dans la basedes fon
tions d'ondes non perturb�ees (1)i (r) = 1Xj=1j 6=i h (0)j jv(1)s j (0)i i"(0)i � "(0)j  (0)j (r): (1.82)On pourrait 
ombiner 
ette expression ave
 l'expression de n(1)(r) (1.74) et ave
 la relation (1.81)pour d�eterminer la variation de la densit�e �ele
tronique au premier ordre. Mais dans la pratique,on 
onnâ�t uniquement les fon
tions d'ondes des �etats o

up�es et pour pouvoir appliquer laformule (1.82) on a besoin �a la fois des fon
tions d'ondes des �etats o

up�es et ino

up�es. Pour
ette raison, on pr�ef�ere utiliser une autre d�emar
he pour d�eterminer  (1)i (r) et n(1)(r).Regardons �a nouveau la relation (1.33). Si on applique une transformation unitaire auxorbitales de Kohn-Sham o

up�ees, on ne modi�e pas la densit�e de l'�etat fondamental [21℄. Ona don
 une 
ertaine libert�e dans le 
hoix des fon
tions d'ondes des �etats o

up�es. Une telletransformation s'appelle en
ore une transformation de gauge et on travaille en g�en�eral dans lagauge qui diagonalise l'Hamiltonien de la relation (1.33).On a la même libert�e dans le 
hoix des fon
tions  (1)(r). Et 
'est 
ette libert�e qui nouspermet de rempla
er la 
ondition (1.79) par la 
ondition plus s�ev�ere sur  (1)j (r), o�u j d�esigne un�etat o

up�e h (0)i j (1)j i = 0 i; j = 1; : : : ; N: (1.83)Cette gauge parti
uli�ere s'appelle la "gauge parall�ele" [21℄.22



Dans 
ette gauge, les 
omposantes de  (1)j (r) dans la base du sous-espa
e des �etats o

up�ess'annulent et on peut se 
ontenter de 
her
her la proje
tion de  (1)j (r) sur le sous-espa
e des�etats ino

up�es. Ce
i revient �a r�esoudre l'�equationP
 �H(0) � "(0)l �P
j (1)j i = �P
v(1)j (0)j i (1.84)o�u P
 est l'op�erateur de proje
tion P
 = 1Xl=N+1 j (0)l ih (0)l j: (1.85)Dans le 
adre de le DFPT, la re
her
he de la variation des fon
tions d'ondes au premierordre revient don
 �a r�esoudre les �equations (1.84) (1.81) et (1.74) sous la 
ondition (1.83) demani�ere self-
onsistente. Les d�eriv�ees premi�eres des fon
tions d'ondes sont alors utilis�ees pour
al
uler les d�eriv�ees se
ondes de l'�energie de l'�etat fondamental du gaz d'�ele
trons.1.9.3 Appro
he variationnelleDans la se
tion pr�e
�edente, nous avons vu qu'on peut d�eterminer les d�eriv�ees premi�eres desfon
tions d'ondes en r�esolvant un syst�eme d'�equations seft-
onsistentes. Un mani�ere �equivalented'obtenir  (1)i (r) 
onsiste �a minimiser l'expression variationnelle suivante [21℄ par rapport �a (1)i (r) E(2)[ (0);  (1)℄ = NXi=1fh (1)i jv(1)j (0)i i+ h (1)i j(H(0) � "(0)i )j (1)i i+h (0)i jv(2)j (0)i ih (0)i jv(1)j (1)i ig+ e22 R drdr0 n(1)(r)n(1)(r0)jr�r0j+12 R drdr0 Æ2Ex
Æn(r)Æn(r0)n(1)(r)n(1)(r0) (1.86)
sous la 
ontrainte (1.83). Le minimum de 
ette fon
tionnelle donne alors la d�eriv�ee se
onde del'�energie par rapport �a �.Ce r�esultat est un 
as parti
ulier d'un th�eor�eme plus g�en�eral 
onnu sous le nom "Th�eor�eme2n" [22℄. Ce th�eor�eme aÆrme qu'on peut obtenir la d�eriv�ee d'ordre 2n de l'�energie et la d�eriv�eed'ordre n des fon
tions d'ondes �a partir des d�eriv�ees d'ordre 0, 1, . . ., n-1 des fon
tions d'ondesen minimisant une expression variationnelle par rapport �a  (n)i (r).A 
ôt�e du th�eor�eme 2n, il existe un autre th�eor�eme, appel�e le "Th�eor�eme 2n+1", qui aÆrmequ'on peut obtenir la d�eriv�ee d'ordre 2n+ 1 de l'�energie �a partir des d�eriv�ees d'ordre 0, 1,. . .,ndes fon
tions d'ondes. Un 
as parti
ulier de 
e th�eor�eme 2n + 1 est le th�eor�eme de Hellmann-Feynman qui permet de 
al
uler la d�eriv�ee premi�ere de l'�energie �a partir des fon
tions d'ondesnon perturb�ees.1.10 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, nous avons expos�e deux outils utilis�es en 
al
ul ab initio pour pr�edire despropri�et�es physiques d'un 
orps solide : la DFT, qui permet d'�etudier l'�etat fondamental d'un23



gaz d'�ele
trons, et la DFPT, qui permet de d�eterminer sa r�eponse �a une perturbation externe.Nous avons �egalement expos�e quelques approximations qu'on est oblig�e de faire dans les 
al
ulspratiques 
omme l'approximation de Born et Oppenheimer, les approximations lo
ales et semi-lo
ales de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation, l'�e
hantillonnage de la zone de Brillouin ou l'�energiede 
oupure.La DFT est bas�ee sur le th�eor�eme de Hohenberg et Kohn qui aÆrme que toutes les pro-pri�et�es physiques du gaz d'�ele
trons ne d�ependent que de sa densit�e dans l'�etat fondamental,une quantit�e qui peut être obtenue fa
ilement dans le 
adre du formalisme de Kohn et Sham.Beau
oup de propri�et�es d'un solide sont li�ees aux d�eriv�ees se
ondes de son �energie dansl'�etat fondamental. Dans 
e 
hapitre, nous avons dis
ut�e les d�eriv�ees se
ondes de l'�energie dugaz d'�ele
trons, et nous avons vu que 
eux-
i peuvent être 
al
ul�ees �a partir des fon
tions d'ondesde l'�etat fondamental et de leurs d�eriv�ees premi�eres.Ce formalisme sera appliqu�e dans les 
hapitres suivants pour �etudier des propri�et�es physiquesdu niobate de lithium.
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Chapitre 2Pseudopotentiels2.1 Introdu
tionDans la se
tion (1.6), nous avons vu que les fon
tions d'ondes des �ele
trons dans un 
ristalpeuvent être d�e
ompos�ees en une s�erie d'ondes planes. Comme 
elle-
i poss�ede a priori un nombrein�ni d'�el�ements, on est oblig�e de tronquer 
e d�eveloppement en s�erie, et, pour garder des tempsde 
al
ul raisonnables, on doit souvent travailler ave
 une base minimale. Malheureusement, ona besoin d'un tr�es grand nombre d'ondes planes pour d�e
rire les �ele
trons de 
oeur fortement li�esaux noyaux ainsi que les fon
tions d'ondes des �ele
trons de valen
e qui os
illent rapidemmentdans la r�egion 
entrale d'un atome.Le fait d'utiliser des pseudopotentiels permet d'utiliser une base plus restreinte 
e qui r�eduitles temps de 
al
uls. Cette approximation est bas�ee sur les id�ees suivantes :{ Les propri�et�es 
himiques des atomes sont prin
ipalement d�etermin�ees par les �ele
tronsde valen
e tandis que les �ele
trons de 
oeur restent 
himiquement inertes. On n'a don
pas besoin de re
al
uler leur fon
tions d'ondes lorsque l'atome est pla
�e dans un 
ristal(approximation des 
oeurs gel�es).{ Les fon
tions d'ondes des �ele
trons de valen
e os
illent rapidemment dans la r�egion 
en-trale de l'atome. Ces os
illations assurent l'orthogonalit�e aux orbitales de 
oeur mais n'in-
uen
ent que tr�es peu les propri�et�es 
himiques de l'atome. Le potentiel dû au noyau et aux�ele
trons profonds peut don
 être rempla
�e par un pseudopotentiel variant plus lentementque le potentiel r�eel 
e qui permet d'�eviter 
es noeuds dans la partie radiale de la fon
tiond'onde.Sur la �gure 2.1, nous avons repr�esent�e le potentiel ressenti par un �ele
tron (trait dis
ontinu)et un pseudo-�ele
tron (trait 
ontinu) 2p de l'oxyg�ene ainsi que les fon
tions d'ondes 
orrespon-dantes (u(r) repr�esente la partie radiale de la fon
tion d'onde, voir relation (2.16)). Contrairementau vrai potentiel, le pseudopotentiel ne diverge pas �a l'origine. La fon
tion d'onde du pseudo-�ele
tron n'a par 
ons�equent pas de noeud radial 
e qui permet de la d�evelopper plus fa
ilementdans une base d'ondes planes.Un pseudopotentiel tient 
ompte de toutes les intera
tions entre les �ele
trons de valen
e etle 
oeur ionique (l'intera
tion 
oulombienne ave
 le noyau �e
rant�ee par les �ele
trons de 
oeur,r�epulsion due au prin
ipe de Pauli, intera
tion d'�e
hange-
orr�elation entre �ele
trons de 
oeur et�ele
trons de valen
e). Il fa
ilite la r�esolution num�erique de l'�equation de S
hr�odinger et abaissele nombre d'ondes planes n�e
essaires pour repr�esenter 
orre
tement les fon
tions de Blo
h. En25
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Fig. 2.1 { (a) Repr�esentation du potentiel ressenti par un �ele
tron (trait dis
ontinu) et unpseudo-�ele
tron (trait 
ontinu) 2p de l'oxyg�ene et (b) les fon
tions d'ondes 
orrespondantes. Lerayon de 
oupure du pseudopotentiel vaut 1.2 rayons de Bohr.
26



plus, l'approximation des 
oeurs gel�es diminue le nombre d'�ele
trons pour lesquels l'�equation deKohn-Sham doit être r�esolue et permet de se d�ebarasser souvent des e�ets relativistes.Pour les �ele
trons de valen
e d'un solide, on peut n�egliger les e�ets relativistes. Ce
i n'estplus valable pour les �ele
trons des 
ou
hes profondes pour lesquels 
es e�ets jouent un rôle tr�esimportant. On doit par 
ons�equent en tenir 
ompte lors de la 
onstru
tion du pseudopotentiel.Celui-
i reprend don
 tous les e�ets relativistes et on n'a plus besoin de les 
onsid�erer lors de lar�esolution des �equations de Kohn-Sham pour le 
ristal.Pour la plupart des �el�ements du tableau p�eriodique, des pseudopotentiels ont �et�e g�en�er�es pardi��erents groupes de re
her
he 
omme par exemple le groupe de C.Hartwigsen, S.Goede
ker etJ.Hutter (HGH) [23℄. Mais en utilisant 
es pseudopotentiels, on est souvent tr�es limit�e en 
e qui
on
erne le nombre d'�ele
trons de valen
e ou l'approximation de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation(la plupart de 
es pseudopotentiels ne permettent que l'utilisation de la LDA). Pour 
ela, nousavons pr�ef�er�e g�en�erer les pseudopotentiels utilis�es dans nos 
al
uls �a l'aide du programme fhi98PP[24℄ d�evelopp�e �a l'institut Fritz-Haber, Berlin. Ce
i nous a permis de 
ontrôler nous même lesdi��erents param�etres 
omme le nombre d'�ele
trons de valen
e o�u les rayons de 
oupure 1. En plus,nous avons pu utiliser soit la LDA soit la GGA 
omme approximation de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation.Dans 
e 
hapitre, nous allons exposer les di��erentes �etapes dans la 
onstru
tion d'un pseu-dopotentiel en nous basant sur la d�emar
he suivie dans le programme fhi98PP. Puis nous allonsexposer quelques tests que nous avons e�e
tu�es pour v�eri�er la transf�erabilit�e des pseudopoten-tiels 
onstruits.2.2 L'�equation de S
hr�odinger relativisteComme nous l'avons dit dans l'introdu
tion, un pseudopotentiel doit tenir 
ompte de lanature relativiste des �ele
trons de 
oeur d'un atome. Un �ele
tron relativiste est d�e
rit par unspineur �a quatre 
omposantes  (r) = 0BBB�  1(r) 2(r) 3(r) 4(r) 1CCCA (2.1)qui est solution de l'�equation de Dira
 [25, page 472℄ 
 3Xi=1 �ipi + �m
2 + V (r)! (r) = E (r): (2.2)� et � sont des matri
es 4� 4 qui s'�e
rivent dans la repr�esentation de Dira
�i =  0 �i�i 0 ! et � =  I 00 �I ! (2.3)o�u les matri
es 2� 2 �i sont les matri
es de Pauli et I la matri
e unit�e. En g�en�eral, on �e
rit lespineur (2.1) en termes des grandes et petites 
omposantes  A et  B (r) =   A(r) B(r) ! : (2.4)1distan
e au noyau �a partir de laquelle les fon
tions d'ondes des pseudo-�ele
trons et des �ele
trons de l'atomer�eel doivent être identiques 27



 A et  B sont alors solutions de deux �equations 
oupl�ees( (E0 � V ) A � 
P3i=1 �ipi  B = 0(E0 + 2m
2 � V ) B � 
P3i=1 �ipi  A = 0 (2.5)o�u nous avons pos�e E = E0 +m
2.La deuxi�eme de 
es �equations montre que les petites 
omposantes  B sont de l'ordre de v
 Ao�u v est la vitesse de l'�ele
tron. Nous allons les �eliminer pour obtenir une �equation ne faisantintervenir que  A. En substituant  B = 
P3i=1 �ipi(E0 + 2m
2 � V ) A (2.6)dans la premi�ere �equation de (2.5), on obtientE0 A = 12m 3Xi;j=1�ipi �1 + E0 � V2m
2 ��1 �jpj  A + V  A: (2.7)Cette relation peut en
ore s'�e
rire sous la forme 2E0 A = p22M A � �h24M2
2 (rV ) � r A + �h4M2
2 3Xi=1 �i [rV � p℄i  A + V  A (2.8)o�u M = m�1 + E0 � V2m
2 � (2.9)est l'expression relativiste de la masse de l'�ele
tron.En supposant le potentiel V(r) �a sym�etrie sph�erique et en introduisant les op�erateurs demoment angulaire L = r� p (2.10)S = �h2 (�1; �2; �3) (2.11)on obtient l'expression relativiste de l'�equation de S
hr�odingerp22M A � �h24M2
2 dVdr � A�r + 12M2
2 1r dVdr S � L A + V  A = E0 A: (2.12)Le troisi�eme terme du membre de gau
he repr�esente l'intera
tion spin-orbite qui 
ouple lesmoments angulaires L et S en un moment angulaire total J = L+S. Les solutions de l'�equation(2.12) sont alors �etats propres des op�erateurs J2, L2, S2 et Jz 
ara
t�eris�es par les nombresquantiques l, s = 12 ,j = l� 12 et mj . Dans la 
onstru
tion des pseudopotentiels, nous allons fairel'approximation qu'il est permis de rempla
er 
e terme par sa moyenne sur j pour un l donn�eV SOl = 12l + 1 nl Vj=l� 12 + (l + 1)Vj=l+ 12o = 0 (2.13)2Le passage de l'�equation (2.7) �a l'�equation (2.8) est assez long, mais �el�ementaire d'un point de vuemath�ematique. Il suÆt d'utiliser les relations pf = fp + �hirf et (� � rV ) = rV � p + i� � [(rV ) � p℄ ainsique les relations de 
ommutation et d'anti
ommutation entre matri
es de Pauli.28




omme on peut s'en aper
evoir imm�ediatement en utilisant la relationS � L = �h22 [j(j + 1)� l(l + 1)� s(s+ 1)℄ : (2.14)En annulant l'intera
tion spin-orbite, on obtient �nalement l'�equation suivante pour les deux
omposantes  1 et  2 de  Ap22M i � �h24M2
2 dVdr � i�r + V  i = E0 i ave
 i = 1,2 (2.15)qui sera utilis�ee dans la suite pour 
onstruire les pseudopotentiels.  1 et  2 repr�esentent �evidemmentles deux �etats propres �h2 et ��h2 de l'op�erateur Sz.2.3 Constru
tion d'un pseudopotentielUn pseudopotentiel est 
onstruit �a partir de l'atome isol�e. Ses 
ara
t�eristiques prin
ipalessont les suivantes :{ En dehors de la r�egion 
entrale de l'atome, d�e�nie par le rayon de 
oupure r
l le pseudo-potentiel doit être identique au vrai potentiel ionique tandis qu'il varie plus dou
ement �al'int�erieur.{ Les fon
tions d'ondes des pseudo-�ele
trons sont les �etats propres de plus basse �energie dupseudopotentiel. Ils doivent admettre les mêmes valeurs propres que les "vrais" �ele
trons.{ Les pseudo-fon
tions d'ondes ne doivent pas avoir de noeuds radiaux et elles doivent êtreidentiques aux vraies fon
tions d'ondes en dehors de la r�egion 
entrale de l'atome.Dans 
ette se
tion, nous allons d�e
rire 
omment on peut g�en�erer un tel pseudopotentiel pour un�element donn�e du tableau p�eriodique.2.3.1 Cal
ul "all ele
tron"La premi�ere �etape dans la 
onstru
tion d'un pseudopotentiel 
onsiste �a 
hoisir une 
on�gu-ration de r�ef�eren
e de l'atome. En g�en�eral, on 
onsid�ere l'atome dans son �etat neutre ou dans un�etat N fois ionis�e 3. On r�esout alors les �equations de Kohn-Sham (voir se
tion 1.4) pour tous lesZ �N �ele
trons en tenant 
ompte des e�ets relativistes. Pour un syst�eme �a sym�etrie sph�erique,la fon
tion d'onde s'�e
rit sous la forme nlm(r; �; �) = unl(r)r Ylm(�; �) (2.16)o�u les fon
tions Ylm(�; �) sont les harmoniques sph�eriques.La partie radiale unl(r) est solution de l'�equation de S
hr�odinger��h22M d2unldr2 � �h24M2
2 rdVdr ddr �unlr �+ �h2l(l + 1)2M2r2 unl + V unl = Enlunl: (2.17)3En g�en�eral, on 
hoisit un �etat qui est pro
he de la situation de l'atome dans le 
ristal qu'on veut �etudier.Pour le 
ristal ionique NaCl par exemple, on 
onstruirait le pseudopotentiel du sodium plutôt sur l'ion Na+ quesur l'atome neutre. 29



A 
ause de la sym�etrie sph�erique, des �etats ne di��erant que par la valeur du nombre quantiquemagn�etique m (ayant don
 le même n et l) sont d�eg�en�er�es et �egalement o

up�es par f 0nl �ele
trons(0 � f 0nl � 2) 4. La densit�e �ele
tronique est alors �egalement �a sym�etrie sph�erique. Elle s'�e
ritn(r) = o

Xn;l lXm=�l f 0nl ����unl(r)r ����2 jYlm(�; �)j2= 14� o

Xn;l fnl ����unl(r)r ����2 (2.18)o�u nous avons utilis�e la relation (voir [26, page 69℄)lXm=�l jYlm(�; �)j2 = 2l + 14� (2.19)et o�u nous avons pos�e fnl = (2l + 1)f 0nl: (2.20)La somme sur n et l de la relation (2.18) s'�etend sur tous les �etats o

up�es par au moins un�ele
tron.Le potentiel V (r) de l'�equation (2.17) est la somme du potentiel exer
�e par le noyau, dupotentiel d'�e
hange-
orr�elation et du potentiel de HartreeV (r) = �Ze2r + vx
(r) + e2 Z dr0 n(r0)jr� r0j : (2.21)Dans un syst�eme �a sym�etrie sph�erique, le potentiel de Hartree s'�e
rit sous la forme 5vH = 4�e2r Z r0 r02n(r0)dr0 + 4�e2 Z 1r r02n(r0)dr0: (2.23)En r�esum�e, pour 
onstruire un pseudopotentiel, il faut d'abord r�esoudre les �equations (2.17),(2.18) et (2.21) de mani�ere self-
onsistente. La sym�etrie sph�erique du probl�eme, prise en 
omptedans les relations (2.16) et (2.23), simpli�e la r�esolution num�erique en transformant l'�equation deS
hr�odinger, qui est a priori une �equation aux d�eriv�ees partielles, en une �equation di��erentielleen la variable r qui peut être int�egr�ee fa
ilement.2.3.2 Pseudopotentiel �e
rant�eAyant r�esolu l'�equation (2.17), on 
onstruit le potentiel �e
rant�e qui est une �etape interm�ediairedans la 
onstru
tion du pseudopotentiel. Dans le 
adre de 
e travail de �n d'�etudes, nous avons4Par exemple, pour un �etat p o

up�e par 2 �ele
trons, f 0nl vaut 23 .5Pour d�emontrer 
ette relation, il suÆt de d�evelopper 1jr�r0j en polynômes de Legendre en utilisant la formule1p1 + �2 � 2� 
os � = 1Xn=0 �nPn(
os �) (2.22)et en distinguant les 
as r > r0 et r < r0. 30



utilis�e un m�ethode propos�ee par N.Troullier et J.L.Martins [27℄ mais il en existe d'autres 
omme
elle de Hamann [28℄.Le potentiel �e
rant�e agit 
omme potentiel e�e
tif sur les fon
tions d'ondes des pseudo-�ele
trons de valen
e dont la partie radiale est solution de l'�equation de S
hr�odinger non re-lativiste (��h22m d2dr2 + �h2l(l + 1)2mr2 + V s
rl (r)�Enl)upsnl(r) = 0 (2.24)o�u Enl est valeur propre de l'�equation (2.17).Dans le s
h�ema de Troullier-Martins, les fon
tions upsnl(r) ont la forme 6upsnl(r) = ( unl(r) si r > r
lrl+1ep(r) si r < r
l (2.25)o�u p(r) est un polynôme de degr�e 6 en r2p(r) = 
0 + 
2r2 + 
4r4 + 
6r6 + 
8r8 + 
10r10 + 
12r12: (2.26)Les sept 
onstantes 
i sont d�etermin�ees �a partir des sept 
onditions suivantes qui assurent quele pseudopotentiel est �a la fois "doux" et transf�erable :(i) Les pseudo-fon
tions d'ondes doivent être normalis�eesZ 10 jupsnl(r)j2dr = 1: (2.27)Comme upsnl(r) = unl(r) si r > r
l, 
ette 
ondition impliqueZ R0 jupsnl(r)j2dr = Z R0 junl(r)j2dr (2.28)si R > r
l. Cette relation assure que les pseudo-fon
tions d'ondes apportent la mêmequantit�e de 
harge dans la r�egion 
entrale de l'atome que les vraies fon
tions d'ondesdes �ele
trons de valen
e. Un pseudopotentiel qui v�eri�e 
ette 
ondition est appel�e "norm
onserving". Le th�eor�eme de Gauss permet alors d'�e
rire que le potentiel �ele
trostatiquedû aux pseudo-�ele
trons de valen
e est identique au potentiel dû aux vrais �ele
trons endehors de la r�egion 
entrale [29℄.(ii)-(vi) Les pseudo-fon
tions d'ondes ainsi que leurs 4 d�eriv�ees premi�eres doivent être 
ontinuesen r
l 
e qui implique la 
ontinuit�e du pseudopotentiel et de ses 2 d�eriv�ees premi�eres.(vii) La 
ourbure du pseudopotentiel doit s'annuler en r = 0d2V s
rldr2 = 0 (2.29)
e qui am�eliore la 
onvergen
e de l'�energie totale en fon
tion du nombre d'ondes planes.6Le fait que la fon
tion upsnl(r) varie 
omme rl+1 si r �! 0 assure que le pseudopotentiel ne diverge pas �al'origine.
31



Ayant d�etermin�e les param�etres 
i, on obtient le potentiel �e
rant�e en inversant la relation(2.24) 7 V s
rl (r) = Enl � l(l + 1)�h22mr2 + �h22mupsnl(r) d2upsnldr2 (2.30)Et 
omme upsnl(r) = unl(r) si r > r
l, V s
rl (r) et V (r) (rel (2.21)) sont identiques si r > r
l.2.3.3 Pseudopotentiel ioniqueDans la se
tion pr�e
�edente, nous avons vu que le potentiel �e
rant�e agit 
omme potentiele�e
tif sur les (pseudo-) �ele
trons de valen
e. Il ne repr�esente pas uniquement l'intera
tiond'un �ele
tron ave
 le 
oeur ionique mais 
ontient �egalement tous les e�ets dus aux �ele
tronsexternes. L'�etape �nale dans la 
onstru
tion d'un pseudopotentiel 
onsiste don
 �a soustraire dupotentiel �e
rant�e les 
ontributions �ele
trostatiques ainsi que l'intera
tion d'�e
hange-
orr�elationdes �ele
trons de valen
e V psl (r) = V s
rl (r)� vH [nps0 ; r℄� vx
[nps0 ; r℄: (2.31)nps0 (r) est la densit�e de 
harge due aux pseudo-�ele
trons de valen
e, obtenue en inje
tant lesfon
tions upsnl dans la relation (2.18) et en rempla�
ant la somme sur n et l par une somme sur l.Le pseudopotentiel ainsi 
onstruit tient 
ompte de toutes les intera
tions entre les �ele
tronsde 
oeur et les �ele
trons de valen
e. L'intera
tion d'�e
hange-
orr�elation est appro
h�ee par unterme qui d�epend lin�eairement de la densit�e nps(r) : l'�energie d'�e
hange-
orr�elation totale s'�e
ritEx
 = Ex
[nps + n
oeur0 ℄: (2.32)n
oeur0 repr�esente la (vraie) densit�e de 
harge du 
oeur ionique obtenue, dans l'approximationdes 
oeurs gel�es, �a partir des solutions du 
al
ul "all-ele
tron" et nps la (pseudo-) densit�e de
harge des �ele
trons de valen
e (voir relation (1.33)). L'approximation lin�eaire 
onsiste alors deposer Ex
[nps + n
oeur0 ℄ � Ex
[nps℄ +Ex
[n
oeur0 ℄: (2.33)Dans la plupart des 
as, 
ette approximation introduit des erreurs n�egligeables. Mais parfois, onest oblig�e de tenir 
ompte des non lin�earit�es, 
e qu'on peut faire en ajoutant une 
orre
tion de
oeur 8 au pseudopotentiel. Une telle 
orre
tion est n�e
essaire quand il n'existe pas de s�eparationnette entre les densit�es de 
harges des �ele
trons de 
oeur et des �ele
trons de valen
e 
e qui estle 
as quand l'approximation des 
oeurs gel�es n'est pas satisfaite 9.Dans la se
tion 1.4, nous avons vu que l'�energie totale d'un syst�eme quel
onque (un 
ristalpar exemple) s'�e
rit E =Xi h ijTs + V psj ii+EH [nps℄ +Ex
[nps℄: (2.34)La fon
tionnelle Ex
 ne d�epend que de nps tandis que le pseudopotentiel tient 
ompte de l'in-tera
tion d'�e
hange-
orr�elation entre les �ele
trons de 
oeur et les �ele
trons de valen
e via une7Un probl�eme de m�e
anique quantique se pr�esente en g�eneral de la mani�ere suivante : On 
onnâ�t le potentielet on essaie de d�eterminer les valeurs- et fon
tions propres. Dans la 
onstru
tion du potentiel �e
rant�e, on fait justel'inverse : On se donne des fon
tions- et valeurs propres et on essaie de trouver le potentiel 
orrespondant.8Dans la lit�erature, on utilise l'expression "non linear 
ore 
orre
tion" (NLCC)9Quand on 
onstruit par exemple un pseudopotentiel pour les l'�elements Zn ou Cd en in
luant les �ele
trons 3ddans le 
oeur ionique, on est oblig�e d'utiliser 
e type de 
orre
tions.32



approximation lin�eaire, 
omme nous l'avons dit plus haut. Si on applique une 
orre
tion de
oeur, on utilise la densit�e totale au lieu de nps 
omme argument de Ex
Ex
 �! Ex
[nps + n
oeur0 ℄: (2.35)La relation (2.31) doit alors être modi��ee pour ne pas traiter deux fois l'intera
tion d'�e
hange-
orr�elation entre les �ele
trons de 
oeur et les �ele
trons de valen
eV psl (r) �! V s
rl (r)� vH [nps0 ; r℄� vx
[nps0 + n
oeur0 ; r℄: (2.36)Dans la pratique, on n'utilise pas la densit�e totale n
oeur0 mais une densit�e partielle ~n
oeur0 .Celle-
i reproduit n
oeur0 en dehors d'une sph�ere de rayon rnl
 mais varie plus dou
ement �al'int�erieur. Le programme fhi98PP repr�esente la partie int�erieure de ~n
oeur0 �a l'aide d'un polynôme~n
oeur0 (r) = ( n
oeur0 (r) si r > rnl
P6i=0 airi si r < rnl
 (2.37)o�u les 
oeÆ
ients ai sont 
hoisis de telle sorte que la pente et la 
ourbure de ~n
oeur0 s'annulent�a l'origine (a1 = a2 = 0) et que ~n
oeur0 ainsi que ses trois d�eriv�ees premi�eres soient 
ontinues enrnl
. Ce
i assure que le pseudopotentiel reste suÆsamment doux pour être utilis�e ave
 une based'ondes planes.En g�en�eral, on prend pour rnl
 le rayon o�u la densit�e de 
harge du 
oeur ionique est �egale(ou plus grande) �a la densit�e des �ele
trons de valen
e.2.3.4 Forme �nale du pseudopotentielDans les se
tions pr�e
�edentes, nous avons montr�e 
omment on peut 
onstruire un pseudopo-tentiel pour 
haque valeur du nombre quantique l 10. Si nous voulons appliquer un tel pseudo-potentiel sur une onde de Blo
h  n;k, nous devons la d�e
omposer dans une base d'harmoniquessph�eriques Ylm(�; �) et 
haque 
omposante de  n;k sera soumise �a un potentiel di��erent. Lepseudopotentiel s'�e
rit don
 
omme une somme de proje
teursV ps =Xl;m jl;miV psl hl;mj: (2.38)La d�e
omposition des fon
tions de Blo
h n�e
essite leur proje
tion sur les Ylm(�; �). Pourr�eduire le volume des 
al
uls qui en r�esultent, on utilise le fait que la barri�ere 
entrifuge abaissela probabilit�e de pr�esen
e d'une parti
ule de moment angulaire �elev�e dans la r�egion 
entralede l'atome. Ces �ele
trons "voient" don
 surtout la partie externe du pseudopotentiel qui est,par 
onstru
tion, identique pour 
haque valeur de l. Par 
ons�equent, on �e
rit la relation (2.38)
omme la somme d'une partie lo
ale, Vlo
, et de quelques 
orre
tions non-lo
ales �a 
ourte port�eeV ps = Vlo
(r) + lmaxXl=0 lXm=�l jl;mi�Vl(r)hl;mj (2.39)o�u �Vl(r) = V psl (r)� Vlo
(r): (2.40)10Un tel pseudopotentiel s'apelle "non lo
al" 33



La partie lo
ale est 
hoisie de mani�ere �a 
e que �Vl(r) = 0 si r > rl
 et qu'elle repr�esente lemieux possible le potentiel V psl pour l > lmax. En g�en�eral, on prend Vlo
 = Vlmax.Nous avons vu dans la se
tion 1.6 que l'�equation de S
hr�odinger pour une onde de Blo
hpeut s'�e
rire sous la forme d'une �equation s�e
ulaire (1.57). Pour pouvoir l'utiliser, nous devons
onnâ�tre les �el�ements de matri
e v(k+G;k+G0) (1.61) pour 
haque paire de ve
teurs G,G0 dur�eseau r�e
iproque, utilis�es dans la base d'ondes planes. Si 
ette derni�ere 
ontient n �el�ements 11,
e
i n�e
essite le 
al
ul et l'enregistrement de n(n+1)2 int�egrales pour 
haque valeur de l < lmaxet 
haque point de la grille de points k de la zone de Brillouin.Pour r�eduire le nombre d'�el�ements de matri
e �a d�eterminer, on �e
rit le pseudopotentiel sousune forme 
ompl�etement s�eparable 
omme elle a �et�e propos�ee par Kleinman et Bylander 12 (KB)[30℄ �V KBl = j�Vl  pslmih pslm�Vljh pslmj�Vlj pslmi (2.41)o�u  pslm(r; �; ') = upsnl(r)r Ylm(�; '): (2.42)E
rit sous 
ette forme, le pseudopotentiel ne n�e
essite plus que le 
al
ul des proje
tions de�Vl  pslm sur les n �el�ements de la base d'ondes planeshGj�Vl  pslmi = Z dr e�iG�r�Vl(r) pslm(r) (2.43)et les �el�ements de matri
e de v(r) s'obtiennent par une simple multipli
ationv(k+G;k+G0) = hk+Gj�Vl  pslmih pslm�Vljk+G0ih pslmj�Vlj pslmi : (2.44)En r�esum�e, pour fa
iliter l'utilisation d'un pseudopotentiel dans un 
al
ul num�erique, on les�epare en une partie lo
ale et quelques 
orre
tions non-lo
ales pour l < lmax. La partie non-lo
ale est alors r�e�e
rite sous une forme 
ompl�etement s�eparable 
omme l'ont propos�e Kleinmanet Bylander, 
e qui r�eduit le nombre d'int�egrales �a 
al
uler pour d�eterminer les �el�ements dematri
e utilis�es dans l'�equation s�e
ulaire. Le pseudopotentiel �nal s'�e
rit 13V ps = Vlo
 + lmaxXl=0 lXm=�l j�Vl  pslmih pslm�Vljh pslmj�Vlj pslmi : (2.45)2.4 Tests de transf�erabilit�eDans la se
tion pr�e
�edente, nous avons montr�e 
omment on peut 
onstruire un pseudopo-tentiel �a partir des fon
tions d'ondes de l'atome isol�e. Le pseudopotentiel est alors utilis�e sansautres modi�
ations dans des 
al
uls ab initio sur des mat�eriaux quel
onques.Par 
onstru
tion, il est 
lair qu'un pseudopotentiel d�e
rit 
orre
tement l'atome isol�e. Maispla
�e dans un 
ristal, l'atome se trouve dans un environnement di��erent et il faut s'assurer11Dans les 
al
uls sur le LiNbO3, n �etait de l'ordre de 7000 pour un E
ut de 35 hartree12E
rit sous 
ette forme, le pseudopotentiel de KB v�eri�e la relation �V KBl j pslmi = j�Vl  pslmi13Cette forme est tr�es utile dans la pratique, mais elle a le d�efaut que le pseudopotentiel KB peut faire apparâ�tredes �etats li�es non physiques qu'on appelle aussi �etats de "ghost" qu'il faut �eviter lors de la 
onstru
tion (voir [31℄).34



que le pseudopotentiel est transf�erable, 
'est-�a-dire qu'il est 
apable de repr�esenter 
orre
tementl'atome quand l'environnement 
hange.Dans 
ette se
tion, nous allons exposer quelques tests simples que nous avons e�e
tu�es ave
les pseudopotentiels du Nb, Li et O, 
onstruits ave
 le programne fhi98PP, pour nous 
onvain
rede leur �abilit�e. Ces tests n'ont �evidemment qu'un 
ara
t�ere indi
atif. Ils donnent une id�ee surla qualit�e d'un pseudopotentiel, mais ils ne permettent pas de 
on
lure de mani�ere d�e�nitive sursa transf�erabilit�e.2.4.1 La d�eriv�ee logarithmiqueUn premier test qu'on peut e�e
tuer sur un pseudopotentiel 
onsiste �a 
omparer ses pro-pri�et�es de di�usion ave
 
elles du vrai potentiel ionique.En th�eorie des ondes partielles, on montre qu'un potentiel di�useur introduit un d�ephasagesur la fon
tion d'onde de la parti
ule di�us�ee. Ce d�ephasage est d�etermin�e de mani�ere univoquepar la d�eriv�ee logarithmique de la fon
tion d'onde [25, page 121℄. Etudier les propri�et�es dedi�usion d'un potentiel revient don
 �a �etudier sa d�eriv�ee logarithmique.Etant donn�e le potentiel �e
rant�e et une �energie E (quel
onque), la solution de l'�equation(2.24), dans laquelle on rempla
e Enl par E, est d�etermin�ee de mani�ere univoque si on �xe lavaleur de upsnl(r;E) et de dupsnl(r;E)dr �a une 
ertaine distan
e R du noyau. Si on n�eglige la normalisa-tion, la fon
tion d'onde est alors d�etermin�ee de mani�ere univoque par sa d�eriv�ee logarithmique 14en R Dps(E;R) = 1ups(R;E) dups(r;E)dr ����r=R = ddr ln (ups(r;E))����r=R : (2.46)Par 
onstru
tion, les d�eriv�ees logarithmiques du vrai- et du pseudo-potentiel sont identiquesen E = Enl, si R est plus grand que le rayon de 
oupure r
l. Si le pseudopotentiel reproduisait
orre
tement les propri�et�es de di�usion du potentiel ionique, 
ette �egalit�e des d�eriv�ees logarith-miques devrait persister quelque soit la valeur de E.Le fait qu'un pseudopotentiel soit "norm-
onserving" (voir se
tion 2.3.2) assure que lesd�eriv�ees logarithmiques sont �egales au premier ordre en E dans le voisinage de Enl. En e�et, enutilisant le r�esultat (voir par exemple [59℄), valable pour u(r) et ups(r),ddE ddr ln (u(r;E))����r=R = � 2u(R;E) Z R0 drju(r;E)j2 (2.47)et la relation (2.28), on montre fa
ilement queddE ddr ln (ups(r;E))����R;Enl = ddE ddr ln (u(r;E))����R;Enl si R > r
l: (2.48)Mais, si le pseudopotentiel est 
onstruit 
orre
tement, les d�eriv�ees logarithmiques seront �egalesdans un intervalle beau
oup plus large que ne le laisse pr�esager le r�esultat (2.48).Une mani�ere simple de tester la transf�erabilit�e d'un pseudopotentiel 
onsiste don
 �a int�egrerl'�equation (2.24) num�eriquement dans l'intervalle [0; R℄ et �a 
omparer la d�eriv�ee logarithmiqueDps(E;R) ave
 
elle obtenue par un 
al
ul "all-ele
tron" pour des valeurs de E dans le voisinagede Enl.14Nous utilisons la d�eriv�ee logarithmique dans un 
ontexte plus large qu'en th�eorie de di�usion,o�u on ne
onsid�ere que le �etats d'�energie positives, en regardant �a la fois des �energies positives et n�egatives.35
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Fig. 2.2 { D�eriv�ee logarithmique en R = 1; 83 rayons de Bohr du proje
teur s du pseudopotentielKB de l'oxyg�ene (trait pointill�e) et du vrai potentiel ionique (trait 
ontinu). Le trait dis
ontinuindique la position de l'�energie de r�ef�eren
e qui est l'�energie propre de l'�etat 2s.Sur la �gure 2.2, nous avons 
ompar�e la d�eriv�ee logarithmique en R = 1; 83a0 du proje
teurs du pseudopotentiel KB de l'oxyg�ene (trait pointill�e) ave
 
elle du vrai potentiel ionique (trait
ontinu). La position de l'�energie de r�ef�eren
e (�energie du niveau 2s) est indiqu�ee par le traitdis
ontinu. On remarque que le pseudopotentiel reproduit tr�es bien la d�eriv�ee logrithmiquedu potentiel ionique dans l'intervalle 
onsid�er�e. La divergen
e en E = -0,5 hartree vient de lafon
tion d'onde 3s de l'oxyg�ene qui s'annule en R �a 
ette �energie 
e qui fait que ddED(E;R) tendvers l'in�ni en 
e point (voir relation (2.47)).Si la d�eriv�ee logarithmique du pseudopotentiel reproduit mal 
elle du vrai potentiel io-nique, le pseudopotentiel est peu transf�erable. Mais invers�ement, on ne peut malheureusementpas dire qu'une bonne 
orrespondan
e entre les d�eriv�ees logarithmiques implique une bonnetransf�erabilit�e puisqu'on ne les 
al
ule que pour l'atome isol�e. N�eanmoins, 
e
i est un test im-portant qui ne devrait pas manquer dans la 
onstru
tion d'un pseudopotentiel.2.4.2 Etats ex
it�es et param�etres g�eom�etriques de stru
tures simplesUne mani�ere tr�es simple de v�eri�er si un pseudopotentiel est 
apable de s'adapter 
orre
te-ment �a des environnements di��erents 
onsiste �a regarder s'il reproduit 
orre
tement les propri�et�esde l'atome ex
it�e.A titre d'illustration, nous allons 
onsid�erer le pseudopotentiel du niobium (
on�gurationatomique (Ar) 4s2, 4p6, 4d4, 5s1) dans lequel les �ele
trons des 
ou
hes 4 et 5 sont trait�es 
omme�ele
trons de valen
e. Pour des raisons physiques et pratiques, nous avons 
onstruit 
e pseudo-potentiel en prenant l'ion Nb5+ (4d0, 5s0) 
omme �etat de r�ef�eren
e.En regardant les relations (2.24) et (2.38), il est 
lair qu'on ne peut d�e�nir qu'un seul pro-je
teur pour 
haque valeur le l. Dans notre 
as, nous avons deux types d'�ele
trons s, les 4s et36



5s. Pour pouvoir d�e�nir le proje
teur l = 0 
orre
tement, nous �etions don
 oblig�es d'enleverl'�ele
tron 5s de l'�etat de r�ef�eren
e et de 
onstruire 
e proje
teur sur l'�etat 4s.Dans le 
ristal LiNbO3, le niobium (�ele
tron�egativit�e EN = 1; 6) a tendan
e �a perdre ses�ele
trons 5s et 4d au d�etriment des oxyg�enes (EN = 3; 5). Pour 
ette raison (physique), nousavons d�e
id�e de 
hoisir l'ion Nb5+ 
omme �etat de r�ef�eren
e puisqu'il est plus pro
he de lasituation du niobium dans le LiNbO3 que l'ion Nb+.Ce 
hoix a d'autres avantages : la valeur minimale du rayon de 
oupure r
l est �x�ee par laposition du noeud externe de la fon
tion d'onde atomique. Comme les �ele
trons 4s sont pluslo
alis�es autour du noyau que l'�ele
tron 5s, les noeuds de la fon
tion d'onde 4s sont �a desdistan
es plus petites du noyau que 
elles de la fon
tion 5s. En 
onstruisant le proje
teur l = 0sur l'�etat 4s, nous avons pu utiliser un rayon de 
oupure tr�es petit (r
l = 1; 2a0) 
e qui n'auraitpas �et�e possible autrement 15.Comme test de transf�erabilit�e, nous avons alors regard�e si le pseudopotentiel d�e
rit 
orre
te-ment les ions Nb4+, Nb3+, Nb2+, Nb1+ et l'atome Nb neutre. Le tableau 2.1 
ompare les valeurspropres (en eV) des �etats de valen
e des pseudo-ions (obtenues en gardant le pseudopotentieldu Nb5+ et en lui ajoutant des �ele
trons) ave
 
elles obtenues par un 
al
ul "all-ele
tron" sur
es ions. On voit que le pseudopotentiel d�e
rit assez bien les di��erents ions du niobium.Con�guration �etat "all ele
tron" pseudo-ion Erreur4d1 5s0 4s -103,518 -103,563 0,054p -78,877 -78,915 0,044d -43,593 -43,618 0,034d2 5s0 4s -89,028 -89,097 0,074p -64,751 -64,806 0,054d -30,792 -30,825 0,034d3 5s0 4s -76,018 -76,091 0,074p -52,019 -52,075 0,084d -19,323 -19,351 0,034d3 5s1 4s -67,905 -67,925 0,024p -43,926 -43,934 0,014d -11,606 -11,596 0,015s -10,789 -10,843 0,054d4 5s1 4s -58,464 -58,491 0,034p -34,612 -34,623 0,014d -3,208 -3,196 0,015s -4,195 -4,223 0,03Tab. 2.1 { Valeurs propres des �etats de valen
e des ions Nb4+, Nb3+, Nb2+, Nb1+ et de l'atomeNb neutre, obtenues par un 
al
ul "all-ele
tron" et en ajoutant des �ele
trons au pseudo-ionNb5+. Toutes les �energies sont donn�ees en eV.15D'une mani�ere g�en�erale, pour augmenter la transf�erabilit�e d'un pseudopotentiel, il faut 
hoisir des rayons de
oupure petits. Mais en diminuant r
l, le pseudopotentiel devient plus dûr et on a besoin d'une base d'ondesplanes plus importante dans les 
al
uls sur le 
ristal. 37



Une autre mani�ere de tester la transf�erabilit�e d'un pseudopotentiel 
onsiste �a 
al
uler desparam�etres g�eom�etriques de stru
tures simples 
omme des mol�e
ules ou des 
ristaux mono-atomiques. I
i, il est important de ne pas m�elanger les erreurs dues au pseudopotentiel ave
 
ellesintroduites par d'autres approximations 
omme l'expression de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation(LDA ou GGA). Pour 
ette raison, nous avons 
ompar�e les param�etres d�etermin�es �a l'aidede nos pseudopotentiels (FH) ave
 les valeurs exp�erimentales et les valeurs obtenues ave
 lespseudopotentiels de Hartwigsen, Goede
ker et Hutter (HGH) [23℄. Les pseudopotentiels HGHont �et�e 
onstruits �a l'aide d'une fon
tionnelle LDA tandis que les nôtres (FH) travaillent en LDAou en GGA, selon l'approximation qui a �et�e utilis�ee lors de la 
onstru
tion 16. Le tableau 2.2r�esume les valeurs des distan
es interatomiques 
al
ul�ees pour les mol�e
ules diatomique O2 etLi2 et le param�etre de maille du 
ristal 
ubique 
entr�e Li.exp. HGH (LDA) FH (LDA) FH (GGA)O2 1,207 1,266 1,226 1,205Li2 2,673 2,688 2,769 2,784Li (

) 3,510 3,296 3,412 3,484Tab. 2.2 { Distan
es interatomiques de O2 et Li2 et param�etre de maille du 
ristal 
ubique
entr�e Li. Toutes les longueurs sont donn�ees en Angstr�om.Pour la mol�e
ule O2, nos pseudopotentiels donnent de meilleurs r�esultats en LDA et en GGAque les HGH. La GGA reproduit le mieux la valeur exp�erimentale de la distan
e interatomique.En LDA, 
'est don
 l'approximation de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation qui introduit l'erreurprin
ipale et pas le pseudopotentiel.La mol�e
ule Li2 est moins bien d�e
rite ave
 nos pseudopotentiels qu'ave
 
eux de HGH. I
i,la GGA ne permet pas d'am�eliorer le r�esultat. Le param�etre de maille du 
ristal de lithium,par 
ontre, est mieux d�e
rit par nos pseudopotentiels. Et le r�esultat en GGA est plus pro
hede la valeur exp�erimentale que la valeur obtenue en LDA. Ce
i montre qu'il est diÆ
ile de
onstruire un pseudopotentiel qui s'adapte fa
ilement �a tout environnement atomique et que latransf�erabilit�e absolue est une id�ealisation qu'on n'atteint pas toujours en pratique.2.5 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, nous avons dis
ut�e l'utilit�e et la 
onstru
tion d'un pseudopotentiel.Nous avons vu que 
ette approximation fa
ilite la r�esolution num�erique de l'�equation deS
hr�odinger (base d'ondes planes plus restreinte, �elimination des orbitales de 
oeur dans l'approxi-mation des 
oeurs gel�es) et qu'elle permet d'�eliminer la plupart des e�ets relativistes.Nous avons montr�e 
omment on peut g�en�erer un pseudopotentiel �a partir des fon
tionsd'ondes de l'atome isol�e en tenant 
ompte de la nature relativiste des �ele
trons de 
oeur. Nousavons �egalement expos�e quelques tests que nous avons e�e
tu�us pour v�eri�er la transf�erabilit�edes pseudopotentiels du Nb, Li et O 
onstruits suivant le s
h�ema dis
ut�e dans 
e 
hapitre.Dans les 
hapitres suivants, nous allons utiliser 
es pseudopotentiels pour pr�edire des pro-pri�et�es physiques du niobate de lithium.16Il est important de rester 
oh�erent dans le 
hoix de la fon
tionnelle utilis�ee lors de la 
onstru
tion et des
al
uls ult�erieurs. 38



Chapitre 3Propri�et�es stru
turales et�ele
troniques du niobate de lithium3.1 Introdu
tionCe 
hapitre 
ontient la premi�ere partie de l'�etude du niobate de lithium (LiNbO3) �a partirdes premiers prin
ipes, e�e
tu�ee dans le 
adre de 
e travail de �n d'�etudes. Nous allons dis
uteren d�etail la stru
tue 
ristalline de 
e mat�eriau et nous allons appliquer la th�eorie expos�ee dans les
hapitres pr�e
�edents pour d�eterminer les param�etres g�eom�etriques des deux phases du LiNbO3.En parti
ulier, nous allons examiner l'e�et de l'approximation de l'�energie d'�e
hange-
orr�elationsur les param�etres 
al
ul�es.A 
ôt�e des propri�et�es stru
turales, nous allons �etudier les propri�et�es �ele
troniques du niobatede lithium en examinant la stru
ture de bandes des parti
ules de Kohn et Sham.Cette dis
ussion sera men�ee plus loin dans les 
hapitres 5 et 6, o�u nous allons nous 
on
en-trer sur les propri�et�es di�ele
triques (
harges e�e
tives de Born, tenseur di�ele
trique, . . .) et dyna-miques (fr�equen
es propres des phonons optiques, instabilit�e ferro�ele
trique, . . .) de 
e mat�eriau.Une �etude th�eorique du niobate de lithium, 
omme nous l'avons e�e
tu�ee dans le 
adre de
e travail, ne poss�ede pas uniquement un int�erêt fondamental. Ce mat�eriau est 
ourammentutilis�e dans le domaine de l'optique (modulateurs �ele
tro-optiques, enregistrement de donn�eesholographiques via l'e�et photor�efra
tif, . . ., voir appendi
e B) et 
e travail peut être vu 
ommela premi�ere �etape dans une �etude plus pouss�ee des propri�et�es optiques, notamment des propri�et�esoptiques non lin�eaires, de 
e mat�eriau.3.2 Phase para�ele
triqueLe niobate de lithium appartient �a la 
lasse des 
ristaux trigonaux (rhombo�edriques). Ilposs�ede deux phases : une phase para�ele
trique, stable au dessus de 1480 K et une phaseferro�ele
trique.La phase para�ele
trique appartient au groupe d'espa
e R3
 dont les �el�ements de sym�etriesont{ l'identit�e (Ej0) ;{ un axe de rotation d'ordre trois (C3j0) qui est �egalement un axe de rotation r�e
exiond'ordre 6 (S6j0) ; 39



{ 3 axes de rotation-translation (C2jv) orthogonaux �a l'axe d'ordre trois 1 ;{ un 
entre d'inversion (Ij0) ;{ trois plans de glissements (�vjv), passant par l'axe d'ordre trois et bisse
tant l'angle form�epar deux axes C2.Sur la �gure 3.1, nous avons repr�esent�e la maille �el�ementaire, qui est un rhombo�edre 
ontenant10 atomes, vu d'une dire
tion orthogonale (a) et d'une dire
tion parall�ele (b) �a l'axe d'ordretrois. Cet axe est form�e par une 
hâ�ne altern�ee d'atomes de lithium et de niobium �equidistants.L'atome de niobium, au 
entre de la maille, est au 
entre d'un o
ta�edre form�e par six atomes
Nb

Li

O

(a)

(b)

Fig. 3.1 { Maille �el�ementaire du LiNbO3 vue d'une dire
tion perpendi
ulaire (a) et d'une dire
-tion parall�ele (b) �a l'axe d'ordre trois.d'oxyg�ene dont les trois atomes du dessus et du dessous d�e�nissent des plans perpendi
ulaires �al'axe.En g�en�eral, on n'utilise pas la maille rhombo�edrique pour d�e
rire la stru
ture du LiNbO3,mais une maille (multiple) hexagonale. La �gure 3.2 montre la relation qui existe entre lesdeux 
ellules et d�e�nit leurs ve
teurs de translation fondamentaux. La maille rhombo�edrique estd�e�nie par les trois ve
teur a0, b0 et 
0 qui ont la même longueur, a0, et qui forment un angle �0entre eux. La maille hexagonale est 
onstruite sur les ve
teurs a, b et 
 dont 
 est parall�ele �al'axe d'ordre 3. a et b ont la même longueur, a, et forment un angle de 1200. Ils sont orthogonauxau ve
teur 
.Sur la �gure 3.3, nous avons repr�esent�e la position des atomes dans la maille hexagonale.Comme sur la �gure 3.1, nous avons 
hoisi des dire
tions de vues orthogonales (a) et parall�eles(b) �a l'axe C3. Pour ne pas sur
harger le dessin, nous nous sommes 
ontent�es de repr�esenter la
hâ�ne Nb�Li et les o
ta�edres 
orrespondants pour une seule arête de la maille 3.3 (a). Mais en1v repr�esente une translation de 
2 suivant l'axe d'ordre trois40



a

b

c

a' b'
c'

Fig. 3.2 { Relation entre la maille rhombo�edrique (ve
teurs de base prim�es) et la maille hexa-gonale (ve
teurs non prim�es) du LiNbO3.r�ealit�e, les 
hâ�nes sur les quatre arêtes sont identiques. Il y a 2 
hâ�nes �a l'int�erieur de la 
ellule,
omme on le voit tr�es bien sur la �gure 3.3 (b). La position du Nb sur 
es 
hâ�nes est d�e
al�eede 
6 et 
3 suivant l'axe d'ordre 3 par rapport �a la position du Nb au sommet de la maille.La �gure 3.4 montre deux mailles hexagonales vues suivant une dire
tion perpendi
ulaire auxve
teurs b et 
. On voit que le LiNbO3 est form�e par des empilements de deux types de plansd'atomes qui sont orthogonaux �a l'axe C3. Le premier type est form�e par des atomes de niobiumtandis que le deuxi�eme 
ontient �a la fois des atomes de lithium et d'oxyg�ene. La distan
e entredeux plans 
ons�e
utifs vaut 
12 .En r�esum�e, on peut voir la stru
ture du LiNbO3 de deux mani�eres di��erentes. En raisonnantsuivant l'axe C3, le 
ristal est form�e par des 
hâ�nes Nb-Li. Chaque atome de niobium est au
entre d'un o
ta�edre d'oxyg�ene et deux 
hâ�nes 
ons�e
utives sont d�e
al�ees de 
6 suivant 
et axe.D'une mani�ere �equivalente, on peut voir le 
ristal 
omme �etant form�e par des plans d'atomes(Nb et Li, O) orthogonaux �a l'axe d'ordre trois.Nous avons e�e
tu�e des optimisations stru
turales pour d�eterminer les param�etres g�eom�e-triques du 
ristal et les positions des atomes �a l'int�erieur de la maille rhombo�edrique (�gure 3.1).Nous avons utilis�e di��erents types de pseudopotentiels : des pseudopotentiels de Hartwigsen,Goede
ker et Hutter (HGH) [23℄ et les pseudopotentiels g�en�er�es ave
 le programme fhi98PP(FH). Les pseudopotentiels HGH traitent les �ele
trons 2s du lithium; 2s et 2p de l'oxyg�ene ; et4s, 4p, 4d et 5s du niobium 
omme �ele
trons de valen
e. Ils ne permettent que d'utiliser la LDA
omme approximation de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation. Les pseudopotentiels FH 
onsid�erenten plus le niveau 1s du lithium 
omme �etat de valen
e et permettent de travailler soit en LDA41
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Li
O

(a) (b)

Fig. 3.3 { Maille hexagonale du LiNbO3 vue perpendi
ulairement (a) et parall�element (b) �al'axe C3. Sur la �gure (a), nous n'avons pas repr�esent�e tous les atomes de la maille pour ne passur
harger le dessin.

Nb
Li
O

Fig. 3.4 { Deux mailles hexagonales vues suivant une dire
tion perpendi
ulaire aux ve
teurs bet 
. 42



soit en GGA.La g�eom�etrie du r�eseau 
ristallin est enti�erement d�etermin�ee par les longeurs a et 
 des ve
-teurs de base de la maille hexagonale (�gure 3.2). Mais on peut la d�e
rire de mani�ere �equivalenteen pr�e
isant les param�etres a0 et �0 de la maille rhombo�edrique.La position de 
haque atome est rep�er�ee �a l'aide d'un ve
teur R dont les 
omposantes sontexprim�ees en 
oordon�ees hexagonales R = xa+ yb+ z
: (3.1)Le tableau 3.1 donne les positions des 10 atomes de la maille rhombo�edrique. On voit que laatome x y zNb1 0 0 0Nb2 0 0 12Li1 0 0 14Li2 0 0 34O1 �13 �(13 �A) 712O2 (13 �A) -A 712O3 A 13 712O4 �(13 �A) A 512O5 -A �13 512O6 13 (13 �A) 512Tab. 3.1 { Positions des 10 atomes dans la maille rhombo�edrique exprim�ees en 
oordonn�eeshexagonalessym�etrie R3
 �xe la plupart des 
oordonn�ees atomiques. Il reste un seul degr�e de libert�e quenous avons ajust�e num�eriquement. Le tableau 3.2 r�esume les r�esultats de nos optimisationsstru
turales et 
ompare les valeurs obtenues ave
 les valeurs exp�erimentales [32℄ et des r�esultatsnum�eriques (en LDA) obtenus par Postnikov et al. [33℄ et Parlinski et al. [34℄.a(�A) 
(�A) a'(�A) �0(degr�e) Aexp. [32℄ 5,289 13,848 5,535 57,085 0,060
al
. (LDA) [33℄ 5,138 13,499 5,389 56,935 0,049
al
. (LDA) [34℄ 5,097 13,708 5,435 55,927 0,036HGH (LDA), 4� 4� 4 5,148 13,752 5,463 56,214 0,043FH (LDA), 4� 4� 4 5,146 13,566 5,410 56,790 0,043FH (LDA), 6� 6� 6 5,147 13,501 5,393 57,000 0,042FH (GGA), 4� 4� 4 5,255 13,791 5,508 56,987 0,048Tab. 3.2 { Param�etres de maille et positions atomiques de la phase para�ele
trique du LiNbO3,
al
ul�es ave
 di��erents pseudopotentiels et di��erentes grilles de points k.On voit que les r�esultats en GGA sont les plus pro
hes des valeurs exp�erimentales. En 
e qui
on
erne la LDA, nos valeurs des parm�etres a et a' sont tr�es pro
hes des valeurs obtenues parParlinski et Postnikov. Elles sous-estiment la valeur exp�erimentale d'environ trois pour
ents 
e43



qui est l'erreur habituelle en LDA. La valeur du param�etre 
 
al
ul�ee par Parlinski et ave
 lespseudopotentiels HGH est plus pro
he de la valeur exp�erimentale que les autres valeurs obtenuesen LDA. Mais 
es r�esultats sont peu �ables puisqu'ils sont la 
ons�equen
e d'une sous-estimationde l'angle �0 qui tend �a allonger la maille dans la dire
tion de l'axe C3.Tous les 
al
uls ave
 les pseudopotentiels FH ont �et�e faits en utilisant unE
ut de 35 hartrees 
equi suÆsait pour avoir des r�esultats 
onverg�es. Pour les pseudopotentiels HGH, par 
ontre, nousavions dû utiliser un E
ut de 55 hartrees, 
e qui est assez �elev�e dans 
e type d'appli
ations. Ce
imontre que 
es pseudopotentiels sont plus durs que les FH sans être beau
oup plus transf�erables.Une grille 4�4�4 de points k (voir se
tion 1.7) �etait suÆsante pour e�e
tuer les optimisationsstru
turales. Mais pour 
al
uler les 
harges e�e
tives de Born (
hapitre 5) et les fr�equen
espropres des phonons (
hapitre 6), nous avons pr�ef�er�e d'utiliser une grille 6 � 6 � 6. Pour 
etteraison, nous avons fait le 
al
ul ave
 les pseudopotentiels FH en LDA ave
 deux grilles de pointsk di��erentes.3.3 Phase ferro�ele
triqueA 1480 K, le niobate de lithium subit une transition de phase vers sa phase ferro�ele
trique.Cette transition s'a

ompagne d'une diminution de la sym�etrie 
ristalline. La phase ferro�ele
-trique appartient au groupe d'espa
e R3
 dont les �el�ements de sym�etrie sont{ l'identit�e (Ej0) ;{ un axe de rotation d'ordre 3 (C3j0) ;{ 3 plans de glissement (�vjv).La �gure 3.5 (a) repr�esente les d�epla
ements atomiques lors de la transition de phase.Les atomes de lithium subissent un d�epla
ement suivant l'axe C3. Le mouvement des atomesd'oxyg�ene est plus 
ompliqu�e. Ils se d�epla
ent d'une part suivant l'axe C3, dans le sens oppos�eaux lithium, et, d'autre part, ils subissent un l�eger d�epla
ement dans le plan orthogonal �a l'axe :les atomes du triangle sup�erieur s'�e
artent de l'axe C3 tandis que le triangle inf�erieur subit enplus une rotation dans le plan. Sur la �gure 3.5 (b), nous avons adopt�e une vue parall�ele �al'axe C3. Pour visualiser les distortions des deux triangles, nous avons exag�er�e les d�epla
ementsatomiques dans le plan de la feuille. La d�eformation du triangle sup�erieur est repr�esent�ee �a l'aidede 
�e
hes plus sombres que 
elle du triangle inf�erieur.Le fait que les deux triangles subissent des distortions di��erentes parâ�t a priori peu naturel.N�eanmoins, 
ette d�eformation dissym�etrique est impos�ee par la g�eom�etrie du 
ristal. Sur la �gure3.3, on voit que 
haque atome d'oxyg�ene appartient �a deux o
ta�edres di��erents. Dans l'un, ilfait partie du triangle inf�erieur et dans l'autre du triangle sup�erieur. Sur la �gure 3.6, nousavons repr�esent�e un plan form�e par des atomes d'oxyg�ene et deux plans form�es par des atomesde niobium. L'un �etant au dessus (atome noir
i) et l'autre en dessous (atomes blan
s) de 
edernier. Pour ne pas sur
harger le dessin, nous n'avons pas repr�esent�e les atomes de lithium. Les
�e
hes repr�esentent les d�epla
ement des oxyg�enes lors de la transition de phase. Chaque triangleau dessus d'un niobium (atomes blan
s) subit une dilatation, 
e qui fait tourner le triangle endessous du Nb du milieu de la �gure (atome noir).Le tableau 3.3 donne la position des dix atomes de la maille rhombo�edrique exprim�ee en
oordonn�ees hexagonales. A 
ause de l'abaissement de sym�etrie lors de la transition de phase,les atomes ont maintenant 4 degr�es de libert�e. La g�eom�etrie de la maille est d�etermin�ee parles deux param�etres a et 
 ou, de mani�ere �equivalente, par a' et �0, 
omme elle l'�etait dans la44



Nb

Li

O

(a) (b)

Fig. 3.5 { D�epla
ements atomiques lors de la transition de phase vus d'une dire
tion perpendi-
ulaire (a) et parall�ele (b) �a l'axe C3. Les d�eformations des triangles d'oxyg�ene sur la �gure (b)ont �et�e exag�er�ees.

Fig. 3.6 { Distortions des triangles d'oxyg�ene au dessus et en dessous des atomes de niobium,vues parall�element �a l'axe C3. Le fait que les triangles au dessus d'un Nb (atomes blan
s) sedilatent fait touner le triangle en dessous du Nb (noir) du milieu de la �gure.45



atome x y zNb1 0 0 0Nb2 0 0 12Li1 0 0 14 +�LiLi2 0 0 34 +�LiO1 �(13 +�O1) �(13 ��O2) 712 ��O3O2 13 ��O2 �(�O1 +�O2) 712 ��O3O3 �O1 +�O2 13 +�O1 712 ��O3O4 �(13 ��O1 ��O2) �O2 512 ��O3O5 ��O2 �(13 ��O1) 512 ��O3O6 13 ��O1 13 ��O1 ��O2 512 ��O3Tab. 3.3 { Positions des 10 atomes dans la maille rhombo�edrique exprim�ees en 
oordonn�eeshexagonalesphase para�ele
trique. Ce
i fait au total six param�etres que nous avons ajust�es num�eriquement.Le tableau 3.4 r�esume nos r�esultats.a(�A) 
(�A) a'(�A) �0(degr�e) �Li �O1 �O2 �O3exp. [32℄ 5,151 13,876 5,499 55,857 0,0329 0,00947 0,0383 0,0192
al
. (LDA) [34℄ 5,086 13,723 5,436 55,786 0,0350 0,01497 0,0247 0,0186HGH (LDA), 4� 4� 4 5,117 13,781 5,461 55,865 0,0310 0,01145 0,0329 0,0172FH (LDA), 4� 4� 4 5,107 13,746 5,449 55,888 0,0349 0,01275 0,0347 0,0187FH (LDA), 6� 6� 6 5,083 13,734 5,438 55,727 0,0353 0,01335 0,0322 0,0189FH (GGA), 4� 4� 4 5,200 13,873 5,513 56,270 0,0318 0,00973 0,0382 0,0199Tab. 3.4 { Param�etres de maille et positions atomiques de la phase ferro�ele
trique du LiNbO3.Nos r�esultats en LDA sont, �a nouveau, tr�es pro
hes des valeurs obtenues par Parliski [34℄.L'�e
art aux valeurs exp�erimentales est maintenant de l'ordre du pour
ent 
e qui est plus petitque l'�e
art dans la phase para�ele
trique. Cette diminution de l'erreur peut s'expliquer fa
ilement.En DFT, on d�etermine l'�etat fondamental du gaz d'�ele
trons �a 0 K. Nous n�egligeons don
 tousles e�ets dus aux ph�enom�enes de dilatation thermique. Mais 
omme la phase para�ele
triqueest stable au dessus de 1480 K, 
es e�ets y jouent un rôle plus important que dans la phaseferro�ele
trique 
e qui fait que les param�etres de maille 
al
ul�es sous-estiment davantage la valeurexp�erimentale.La GGA permet a nouveau d'am�eliorer les valeurs obtenues pour les param�etres de maille etles positions atomiques. Mais en regardant par exemple le param�etre a ou l'angle �0, on observeque la GGA a tendan
e �a sur
orriger les erreurs de la LDA, un ph�enom�ene qui est 
ourammentobserv�e dans 
e type de 
al
uls.3.4 Stru
ture �ele
troniqueComme dans la plupart des mat�eriaux ABO3, les liaisons 
ristallines du LiNbO3 poss�edentune nature partiellement ionique et partiellement 
ovalente. Le 
ara
t�ere 
ovalent provient des46



orbitales atomiques 4d du niobium et 2p de l'oxyg�ene qui interagissent fortement pour formerles bandes de valen
e et les bandes de 
ondu
tion dans le voisinage du niveau de Fermi. Cette
ara
t�eristique, qui est typique pour 
es mat�eriaux 2, a �et�e 
on�rm�ee th�eoriquement par Inbaret Cohen [35℄ en analysant les densit�es d'�etats partielles de 
es niveaux d'�energie. Le lithium,quant �a lui, perd 
ompl�etement son �ele
tron 2s 
omme nous allons le voir dans le 
hapitre 5 enanalysant sa 
harge e�e
tive de Born.Nous avons 
al
ul�e les stru
tures de bandes le long d'un par
ours parti
ulier de la zone deBrillouin (�gure 3.7) dans les deux phases du LiNbO3. La �gure 3.8 montre que 
es bandesd'�energie forment des groupes bien s�epar�es les uns des autres. Les bandes dans le voisinage duniveau de Fermi proviennent prin
ipalement des orbitales atomiques 4d du niobium et 2p del'oxyg�ene 
omme nous l'avons dit plus haut. Les niveaux en dessous peuvent être identi��es auxorbitales atomiques 4s et 4p du niobium, 2s de l'oxyg�ene et 1s du lithium qui sont relativementinertes d'un point de vue 
himique. Nous avons pu les identi�er en regardant le nombre de bandesdans 
haque groupe et en 
omparant leur �energie ave
 les niveaux atomiques 
orrespondants.

D

A

Z

Γ

Fig. 3.7 { Zone de Brillouin du LiNbO3.La position de 
es groupes de bandes ne varie que tr�es peu lors de la transiton de phase.En 
ons�equen
e, nous allons nous 
ontenter d'examiner dans la suite les bandes de valen
e lesplus hautes en �energie. La �gure 3.9 montre 
es bandes dans la phase ferro�ele
trique (traitpointill�e) et dans la phase para�ele
trique (trait 
ontinu). On voit que les bandes de valen
e ne
hangent que tr�es peu lors de la transition de phase. La di��eren
e majeure provient de la valeurdu gap d'�energie qui passe de 3,49 eV dans la phase ferro�ele
trique �a 2,59 eV dans la phasepara�ele
trique. Le gap est indire
t dans les deux phases.La valeur du gap dans la phase ferro�ele
trique 3 sous-estime l�eg�erement la valeur exp�erimentale2Voir par exemple [12℄ pour le 
as du BaTiO33Nous n'avons pas pu trouver de valeur exp�erimentale dans la phase para�ele
trique.47
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ture de bandes de la phase ferro�ele
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de 3,78 eV [36℄. Cette sous-estimation est un probl�eme bien 
onnu de DFT, en parti
ulierdans les appli
ations utilisant la LDA 
omme approximation de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation.Son origine vient du fait qu'on ne 
al
ule pas les niveaux d'�energie des �ele
trons mais plutôt
elles des parti
ules �
tives de Kohn-Sham. Ces parti
ules non interagissantes ont �et�e intro-duites pour d�e
rire l'�etat fondamental du gaz d'�ele
trons. Par 
ons�equent, elles ne permettentpas n�e
essairement de d�eterminer toutes les propri�et�es des �etats ex
it�es du syst�eme (voir parexemple [37℄). N�eanmoins, en g�en�eral, 
es niveaux d'�energie d�e
rivent relativement bien la formeet la position des bandes de valen
e et la forme des bandes de 
ondu
tion. Le probl�eme majeurporvient, 
omme nous l'avons dit plus haut, de la valeur du gap.Pour 
ette raison nous nous 
ontentons i
i d'une analyse assez super�
ielle 4 de la stru
ture�ele
tronique du LiNbO3. N�eanmoins, notre valeur de l'�energie du gap de 3,49 eV est en meilleura

ord ave
 la valeur exp�erimentale que 
elle d�etermin�ee par Inbar et al. [35℄ (3,1 eV) et Yu etal. [38℄ (3,3 eV).3.5 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, nous avons appliqu�e la th�eorie de la fon
tionnelle de la densit�e �a l'�etudedes propri�et�es stru
turales et �ele
troniques du niobate de lithium.Nous avons vu que 
e mat�eriau poss�ede deux phases : une phase para�ele
trique, stable audessus de 1480 K, et une phase ferro�ele
trique. Nous avons ajust�e les param�etres g�eom�etriquesdes deux phases num�eriquement et nous avons dis
ut�e les d�epla
ements atomiques lors de latransition de phase.Lors de l'�etude de la stru
ture de bandes du LiNbO3, nous avons insist�e sur la naturepartiellement ionique et partiellement 
ovalente des liaisons 
himiques dans 
e mat�eriau. Enparti
ulier, nous avons vu que les bandes d'�energie forment des groupes bien s�epar�es les unsdes autres et que le gap diminue lors de la transition de la phase ferro�ele
trique vers la phasepara�ele
trique.L'�etude du niobate de lithium sera men�ee plus loin dans les 
hapitres 5 et 6.

4Pour une �etude plus pouss�ee des propri�et�es �ele
troniques du LiNbO3, on devrait in
lure les e�ets dus �al'intera
tion spin-orbite, l'intera
tion �ele
tron-trou, . . ., n�eglig�ees 
ompl�etement dans tous nos 
al
uls.49



Chapitre 4Les phases de Berry4.1 Introdu
tionCe 
hapitre est 
onsa
r�e �a la th�eorie des phases de Berry et �a l'appli
ation de 
elle-
i �a l'�etudede la polarisation spontan�ee des mat�eriaux ferro�ele
triques.Nous allons 
ommen
er par introduire le formalisme des phases de Berry en �etudiant l'�evo-lution adiabatique d'un syst�eme physique quel
onque. Apr�es avoir �etendu les notions introduitesau 
as parti
ulier des fon
tions de Blo
h, nous appliquerons 
ette th�eorie �a l'�etude de la polari-sations spontan�ee des mat�eriaux ferro�ele
triques : nous donnerons une d�emonstration d�etaill�eede la formule de King-Smith et Vanderbilt, qui permet de 
al
uler 
ette quantit�e, et nous mon-trerons qu'elle poss�ede une signi�
ation physique bien pr�e
ise.Cette th�eorie sera appliqu�ee dans le 
hapitre 5 pour analyser la 
harge e�e
tive du niobiumdans les deux phases du LiNbO3 et pour 
al
uler la polarisation spontan�ee de 
e mat�eriau.4.2 G�en�eralit�es sur les phases de Berry4.2.1 Position du probl�emeConsid�erons un syst�eme physique dont l'hamiltonien d�epend d'un param�etreR.R appartient�a un 
ertain domaine d'un espa
e multidimensionnel que l'on ne sp�e
i�era pas d'avantage pourle moment pour que nos raisonnements soient vrais en toute g�en�eralit�e. Supposons en plus quela fon
tion d'onde v�eri�e des 
onditions aux limites ind�ependantes de R. Ainsi, tous les ve
teursd'�etat j (R)i appartiennent au même espa
e d'Hilbert. L'�etat du syst�eme est alors d�etermin�epar l'�equation de S
hr�odinger stationnaire( H(R)j (R)i = E(R)j (R)i+ C. L. ind�ependantes de R (4.1)et la fon
tion d'onde s'�e
rit dans la repr�esentation des 
oordonn�ees (frg;R) = hfrgj (R)i: (4.2)Le signe " ;" signi�e que R est 
onsid�er�e 
omme un param�etre 
onstant et frg repr�esente l'en-semble des 
oordonn�ees de toutes les parti
ules 
onstituant le syst�eme physique.50



Il est 
lair que si j (R)i est solution de l'�equation (4.1), alors ei�j (R)i la v�eri�e �egalement.Nous avons don
 la libert�e de 
hoisir le fa
teur de phase (
'est-�a-dire la jauge dans laquelle ontravaille) de la fon
tion d'onde. � peut �evidemment d�ependre de R.La di��eren
e de phase entre deux �etats j (R1)i et j (R2)i est d�e�nie �a un fa
teur 2k � pr�espar les relations 1 (en supposant que 
es deux �etats ne sont pas orthogonaux)e�i�'12 = h (R1)j (R2)ijh (R1)j (R2)ij (4.3)et �'12 = �= ln[h (R1)j (R2)i℄ + 2k � (4.4)o�u = d�esigne la partie imaginaire. Ce d�ephasage �'12 n'a �evidemment au
une signi�
ationphysique puisqu'il d�epend du 
hoix de la jauge.Consid�erons maintenant un nombre �ni N d'�etats j (Ri)i (i = 1, ..., N) et 
al
ulons ladi��eren
e de phase sur le 
ir
uit ferm�e R1 ! R2 ! � � � ! RN ! R1 (voir �gure 4.1 pour le 
asN = 4) : 
 = NXi=1�'i;i+1 (4.5)= �= ln" NYi=1h (Ri)j (Ri+1)i# (4.6)o�u nous avons pos�e j (RN+1)i = j (R1)i.

Fig. 4.1 { Chemin ferm�e dans l'espa
e param�etrique dans le 
as parti
ulier N = 4Sur 
e 
, e�e
tuons une transformation de jauge :j (Ri)i �! j 0(Ri)i = ei�i j (Ri)i (4.7)et
 ! 
0 = �= ln[e�i�1h (R1)j (R2)iei�2e�i�2h (R2)j (R3)iei�3 � � � e�i�N h (RN )j (R1)iei�1 ℄(4.8)1En g�eom�etrie, l'angle entre deux ve
teurs est donn�e par la relation 
os(�) = a�bjajjbj51



On voit don
 que 
0 est �egale �a 
 puisque tous les fa
teurs de phase ei�i s'�eliminent deux �adeux. Cette grandeur, appel�ee la phase de Berry, est don
 ind�ependante du 
hoix de la jaugeet ne d�epend que du 
ir
uit d�etermin�e par les points R1; :::;RN . On peut don
 lui asso
ier unegrandeur physique observable 2 (la polarisation dans le 
as des mat�eriaux di�ele
triques).Avant de terminer 
ette se
tion, regardons la signi�
ation de la d�ependan
e param�etriquede l'hamiltonien de la relation (4.1). Le param�etre R repr�esente un 
ouplage entre le syst�emephysique que l'on �etudie et le "reste de l'univers". Dans un syst�eme parfaitement isol�e, au
unephase de Berry ne peut apparâ�tre et 
haque observable s'exprime 
omme une valeur propred'un op�erateur. Par 
ontre, quand on d�e
ompose un probl�eme physique en des sous-syst�emesd�ependant l'un de l'autre de mani�ere param�etrique, des observables peuvent apparâ�tre 
ommedes fa
teurs de phase invariants sous une transformation de jauge.Un exemple typique d'une telle d�e
omposition est l'approximation de Born et Oppenheimer(voir se
tion 1.2) en �etat solide ou en 
himie quantique : la fon
tion d'onde du syst�eme physique
onstitu�e par les noyaux et les �ele
trons peut s'�e
rire 
omme le produit 3 d'une fon
tion asso
i�eeau mouvement des noyaux et d'une fon
tion asso
i�ee aux �ele
trons, qui d�epend de mani�ereparam�etrique de la position des noyaux :	(frg; fRg) = �i(fRg) e(frg; fRg): (4.9)frg et fRg repr�esentent l'ensemble des 
oordonn�ees �ele
troniques et nu
l�eaires.4.2.2 La limite 
ontinueConsid�erons une 
ourbe C, ferm�ee et 
ontinue, dans l'espa
e param�etrique (voir �gure 4.2).La di��eren
e de phase entre deux �etats j (R)i et j (R+dR)i in�niment pro
hes de 
ette 
ourbe
Fig. 4.2 { Dis
r�etisation d'une 
ourbe 
ontinue dans l'espa
e param�etriques'�e
rit (vu la relation (4.3)) : e�id' = h (R)j (R + dR)ijh (R)j (R + dR)ij (4.10)Comme dR et par 
ons�equent d' sont suppos�es tr�es petits, on peut d�evelopper l'expression(4.10) au premier ordre en dR et d' (en supposant que la phase varie de mani�ere di��erentiablesur le 
ir
uit) : 1� id' = 1 + dR � h (R)jrR (R)i; (4.11)2
ette grandeur observable ne peut pas s'exprimer sous la forme d'une valeur propre d'un op�erateur, 
omme
'est le 
as pour les observables qu'on ren
ontre dans des 
ours �el�ementaires de m�e
anique quantique3Produktansatz 52



d'o�u l'on tire que d' = i h (R)jrR (R)i � dR (4.12)= i dR � Z dfrg (frg;R)rR (frg;R): (4.13)rR signi�e que l'op�erateur gradient agit sur le param�etre R. La phase de Berry devient alors
 = I d' = i I h (R)jrR (R)i � dR: (4.14)Elle s'exprime don
 
omme une int�egrale 
urviligne d'une quantit�e d', appel�ee la 
onne
tion deBerry.On v�eri�e ais�ement que l'int�egrale de la relation (4.14) est invariante sous une transformationde jauge : e�e
tuons la transformationj (R)i �! j 0(R)i = ei�j (R)i (4.15)o�u � est une fon
tion de R. Le gradient de la fon
tion d'onde s'�e
rit alorsjrR (R)i �! jrR 0(R)i = irR � ei�j (R)i+ ei�jrR (R)i (4.16)et la phase de Berry devient
0 = i I [irR �h (R)j (R)i+ h (R)jrR (R)i℄ � dR = 
 (4.17)puisque h (R)j (R)i = 1 et H rR � � dR = 0.L'hypoth�ese faite plus haut que ' varie de mani�ere di��erentiable sur la 
ourbe C parâ�tnaturelle, mais elle est malheureusement rarement v�eri��ee dans les 
as pratiques, 
omme les
al
uls "ab initio". En g�en�eral, j (R)i est obtenu par diagonalisation num�erique de l'hamiltoniendans une base �nie. La phase de la fon
tion d'onde pour un point R donn�e est don
 
hoisie auhasard par la routine de diagonalisation et la formule (4.14) n'est pas appli
able. Ce sont plutôtles relations (4.5) et (4.6) qui sont utilis�ees dans les 
al
uls pratiques puisqu'elles n'imposentpas 
ette restri
tion.4.2.3 Ele
trons ind�ependantsDans 
ette se
tion, nous allons appliquer la th�eorie d�evelopp�ee dans les se
tions pr�e
�edentes �aun syst�eme de M �ele
trons sans intera
tion mutuelle. Si 
es �ele
trons o

upent les �etats j 1(R)i,..., j M (R)i, la fon
tion d'onde totale du syst�eme s'�e
rit sous la forme d'un d�eterminant deSlater :	(q1;q2; :::;qM ;R) = 1pM ! ����������  1(q1;R)  1(q2;R) � � �  1(qM ;R) 2(q1;R)  2(q2;R) � � �  2(qM ;R)... ... . . . ... M (q1;R)  M (q2;R) � � �  M (qM ;R) ���������� : (4.18)Les qi d�esignent l'ensemble des 
oordonn�ees d'espa
e et de spin des parti
ules.53



D'apr�es la relation (4.4), la di��eren
e de phase entre les �etats j	(R1)i et j	(R2)i s'�e
rit�'12 = �= ln[h	(R1)j	(R2)i℄ (4.19)= �= lnfdet[S(R1;R2)℄g: (4.20)S est la matri
e de re
ouvrement dont les �el�ements sont donn�es par la relationSij(R1;R2) = h i(R1)j j(R2)i: (4.21)La phase de Berry 
al
ul�ee sur le 
ir
uit ferm�e R1 ! R2 ! � � � ! RN ! R1 devient alors(vu la relation (4.6)) 
 = �= ln" NYi=1det[S(Ri;Ri+1)℄# : (4.22)Regardons maintenant la limite 
ontinue de l'�equation (4.22) : la 
onne
tion de Berry s'�e
rit(vu la relation 4.20) d' = �= ln [det[S(R;R + dR)℄℄ : (4.23)En utilisant la relation entre op�erateursdet�eA� = etr(A) (4.24)et en posant A = ln(S), on peut r�e�e
rire la relation (4.23)d' = �= ln hdet�eA�i (4.25)= �= ln hetr(A)i (4.26)= �= tr [ln[S(R;R + dR)℄℄ : (4.27)Or 
omme les quantit�es d' et dR sont suppos�ees in�niment petites, on peut d�evelopper S et lelogarithme au premier ordre en dR :d' = �= tr��rR0S(R;R0)�R0=R � dR	 (4.28)= �= MXi=1h i(R)jrR i(R)i � dR (4.29)On peut alors �e
rire la limite 
ontinue de la relation (4.22) :
 = I d' = �= MXi=1 I h i(R)jrR i(R)i � dR (4.30)= i MXi=1 I h i(R)jrR i(R)i � dR (4.31)La phase de Berry totale s'�e
rit don
 
omme la somme des phases de Berry asso
i�ees �a 
haque�etat mono�ele
tronique j i(R)i. 54



4.2.4 Fon
tions de Blo
hDans la se
tion 1.6, nous avons vu que la fon
tion d'onde d'un �ele
tron dans un potentielp�eriodique s'�e
rit 
omme le produit d'une onde plane par une fon
tion ayant la p�eriodi
it�e dur�eseau :  nk(r) = 1pL
 eik�run(k; r) (4.32)
 est le volume d'une maille �el�ementaire et L le nombre de mailles dans le 
ristal. Les un(k; r)ob�eissent �a l'�equation aux valeurs propresH(k)un(k; r) = En(k)un(k; r) (4.33)ave
 H(k) = 12m (p+ �hk)2 + V (k; r): (4.34)En plus, ils v�eri�ent les 
onditions aux limites ind�ependantes de kun(k; r+ a) = un(k; r) (4.35)o�u a est un ve
teur du r�eseau dire
t.Nous voyons don
 que l'hamiltonien (4.34) d�epend param�etriquement du ve
teur d'onde k ettoute la th�eorie d�evelopp�ee dans les se
tions pr�e
�edentes peut s'appliquer aux fon
tions un(k; r).Faisons maintenant varier k sur un segment ouvert de la zone de Brillouin dont les pointsinitial et �nal di��erent d'un ve
teur du r�eseau r�e
iproque G et 
al
ulons la di��eren
e de phasetotale sur 
e 
hemin. Si 
elui-
i est �e
hantillonn�e en N points, on peut �e
rire par analogie ave
le relation (4.6) 4 
 = �= ln"N�1Yi=1 hun(ki; r)jun(ki+1; r)i# (4.36)Or on sait qu'il existe une relation de phase entre un(k1; r) et un(kN ; r). Dans la jauge p�eriodique,
elle-
i s'�e
rit un(kN = k1 +G; r)eiG�r = un(k1; r) (4.37)et l'�equation (4.36) devient
 = = ln hhun(k1; r)jun(k2; r)ihun(k2; r)jun(k3; r)i � � � hun(kN�1; r)je�iG�rjun(k1; r)ii (4.38)La jauge p�eriodique �xe une relation de phase entre deux fon
tions un(k; r) dont les pa-ram�etres k di��erent d'un ve
teur du r�eseau r�e
iproque. La phase de 
haque fon
tion un(ki; r)par 
ontre peut être 
hoisie au hasard sans modi�er la valeur de 
. Cette grandeur est appel�ee"la phase de Zak" et elle nous permettra de 
al
uler la polarisation �ele
trique dans la se
tion4.3.3.La limite 
ontinue de l'�equation (4.36) s'�e
rit (vu la relation (4.14))
 = i ZChun(k; r)jrk un(k; r)i � dk (4.39)o�u C d�esigne le 
ir
uit ouvert d�e�ni pr�e
�edemment.4hun(k; r)jum(k0; r)i = 1
 R
 u�n(k; r)um(k0; r)dr 55



Insistons sur le fait que la phase de Zak, donn�ee par les relations (4.36) et (4.39), n'a unsens que si on travaille dans la jauge p�eriodique qui �xe une relation de phase entre les pointsextr�emaux du 
hemin ouvert C.Regardons maintenant un syst�eme form�e par M bandes doublement o

up�ees. La fon
tiond'onde en un point k s'�e
rit alors 
omme un d�eterminant de Slater dont les �el�ements sont lesun(k; r) (n = 1,..., M). En appliquant les r�esultats de la se
tion 4.2.3, on peut �e
rire la phase deZak asso
i�ee aux M bandes
 = �2= ln"N�1Yi=1 det[S(ki;ki+1)℄# (4.40)= 2 i MXj=1 ZChuj(k; r)jrk uj(k; r)i � dk (4.41)S est la matri
e de re
ouvrement entre orbitales de Blo
h dont les �el�ements sont donn�es par larelation Sij(k;k0) = hui(k; r)juj(k0; r)i i, j = 1, ..., M: (4.42)4.3 Appli
ation des phases de Berry �a l'�etude de la polarisation�ele
trique4.3.1 La polarisation spontan�ee des mat�eriaux ferro�ele
triquesAvant de pouvoir 
ommen
er l'�etude de la polarisation spontan�ee, il faut d�e�nir 
ette gran-deur 
orre
tement. La plupart des livres �el�ementaires d'�etat solide font r�ef�eren
e �a des notions
omme "le moment dipolaire par maille primitive" ou "la di��eren
e entre le 
entre de gravit�edes 
harges positives et n�egatives", qui sont assez utiles lorsqu'on regarde des mod�eles simpli��esdu style "Clausius-Mossotti", mais qui sont 
ompl�etement inad�equates dans l'�etude d'un 
ristalin�ni.Nous allons utiliser une d�e�nition qui est li�ee aux quantit�es que l'on peut mesurer. Dansune exp�erien
e, on ne mesure pas un "moment dipolaire par maille �el�ementaire" ni "le 
entre degravit�e des 
harges positives ou n�egatives", mais un 
ourant ma
ros
opique.Un mat�eriau ferro�ele
trique est en g�en�eral 
ara
t�eris�e par une phase para�ele
trique de hautesym�etrie, stable �a temp�erature �elev�ee (
'est-�a-dire quand la temp�erature est plus grande quela temp�erature de Curie) et une ou plusieurs phases ferro�ele
triques, moins sym�etriques. LeBaTiO3 par exemple poss�ede une phase para�ele
trique qui a une stru
ture 
ubique et 3 phasesferro�ele
triques ayant une stru
ture t�etragonale, orthorombique et rhombo�edrique. Lors de latransition de la phase 
ubique vers la phase t�etragonale, l'atome de titane subit un l�egerd�epla
ement suivant l'axe polaire et les oxyg�enes bougent dans le sens oppos�e (voir �gure 4.3)
e qui produit l'apparition d'une polarisation spontan�ee.Celle-
i peut être invers�ee en appliquant un 
hamp �el�e
trique qui for
e les ions �a bouger dansle sens oppos�e (
'est-�a dire qu' il y a un passage de la stru
ture A vers la stru
ture B). La 
ourbequi repr�esente P en fon
tion de E a la forme d'une 
ourbe d'hyst�er�esis 
omme 
elle de la �gure4.4. Cette inversion de la polarisation s'a

ompagne d'un 
ourant traversant l'�e
hantillon, quipeut être mesur�e pour d�eterminer la di��eren
e de polarisation entre les stru
tures A et B.Un s
h�ema fortement simpli��e du dispositif permettant de faire une telle exp�erien
e estrepr�esent�e sur la �gure 4.5 : l'�e
hantillon se trouve �a l'int�erieur d'un 
ondensateur qui permet56



Ba

Ti

O

Α                               ΒFig. 4.3 { Stru
ture du BaTiO3, les 
�e
hes repr�esentent les d�epla
ements atomiques lors de latransition de la phase 
ubique vers la phase t�etragonale

Fig. 4.4 { Forme typique d'une 
ourbe d'hyst�er�esis. La valeur de la polarisation spontan�ee estr�epr�esent�ee par le trait dis
ontinu.
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d'appliquer le 
hamp �ele
trique. Le 
ourant de polarisation provoque alors une 
hute de potentiel�V aux bornes de la r�esistan
e R.

Fig. 4.5 { Dispositif exp�erimental permetant d'inverser la polarisation d'un �e
hantillonferro�ele
trique et de mesurer le 
ourant de polarisation asso
i�eDans une exp�erien
e r�eelle, on a besoin d'un 
hamp �ele
trique pour provoquer une inversionde la polarisation et pour faire passer le 
ristal de la stru
ture A vers la stru
ture B. Lorsqu'onpar
ourt une 
ourbe d'hyst�er�esis 
ompl�ete (
'est-�a-dire qu'on e�e
tue une transformation A !B ! A) le 
ourant int�egr�e s'annule. Lors d'une transformation A ! B, 
e dernier ne d�ependdon
 pas du 
hemin emprunt�e par le syst�eme pour passer d'une stru
ture �a l'autre 5 et on peutimaginer une transformation id�eale suivant un segment verti
al (ligne en trait dis
ontinu de la�gure 4.4) | qui s'e�e
tue don
 sous 
hamp nul | qui produit le même 
ourant de polarisationque la transformation r�eelle. Ce
i est important par
e que le formalisme d�evelopp�e dans lesse
tions suivantes est uniquement valable sous 
hamp �ele
trique total nul.On peut maintenant d�e�nir la polarisation spontan�ee d'une stru
ture ferro�ele
trique d'unmat�eriau 
omme le 
ourant int�egr�e traversant l'�e
hantillon lors de la transition de phase. Si
ette transformation s'e�e
tue en un temps �t, la polarisation spontan�ee est donn�ee par larelation Ps = Z �t0 jz(t)dt (4.43)o�u l'axe z est pris suivant l'axe ferro�ele
trique du 
ristal.Cette d�e�nition sugg�ere, qu'il faudra abandonner la notion de polarisation absolue puisqu'uni-quement des di��eren
es de polarisation ont un sens.4.3.2 Le 
ourant int�egr�eDans la se
tion pr�e
�edente, nous avons utilis�e la notion de 
ourant int�egr�e pour d�e�nirla di��eren
e de polarisation entre deux �etats d'un 
ristal. Dans l'approximation de Born etOppenheimer, 
elle-
i peut se d�e
omposer en une 
ontribution nu
l�eaire et une 
ontribution�ele
tronique : �P = �Pnu
 +�Pel (4.44)5H f(r)dr = 0 implique que l'int�egrale 
urviligne R QP f(r)dr est ind�ependante du 
hemin liant les point P et Q.58



Le premier terme, qui est dû �a des 
harges pon
tuelles, est fa
ile �a 
al
uler. Nous allons nous
on
entrer sur le deuxi�eme, mais il faut remarquer que 
haque terme pris tout seul d�epend del'origine dans le 
ristal et ne 
onstitue don
 pas un observable physique.Les deux �etats du 
ristal sont li�es par une transformation 
ontinue du hamiltonien �ele
troniqueque nous allons param�etriser �a l'aide d'une variable � 6. Celle-
i prend la valeur 0 quand le 
ristalest dans son �etat initial et 1 quand il est dans son �etat �nal. � d�epend �evidemment du temps eton peut r�e�e
rire la relation (4.43) sous la forme�Pel = Z �t0 jel(t)dt = Z 10 d�dPeld� (4.45)ave
 �(0) = 0, �(�t) = 1 et jel = dPeld� d�dt .Il faut maintenant d�eterminer une expression de dPeld� . Pour un 
ristal de taille �nie, ave
 Mbandes doublement o

up�ees, on peut �e
rire 7Pel(�) = 1V ZV r ��(r)dr (4.46)o�u ��(r) = � 2eV(2�)3 MXi=1 ZBZ j (�)ik (r)j2dk = � 2e(2�)3 MXi=1 ZBZ ju(�)i (k; r)j2dk: (4.47)V est le volume du 
ristal, e la 
harge de l'�ele
tron (e > 0) et u(�)i (k; r) la partie p�eriodiquede la fon
tion de Blo
h  (�)ik (r) (voir relation (4.32)). Le fait d'utiliser des fon
tions de Blo
himplique que le 
ristal doit garder une sym�etrie de translation pour toute valeur de �. La th�eoried�evelopp�ee dans 
ette se
tion et les se
tions qui suivent n'est don
 valable que si le 
hamp�ele
trique total vaut z�ero 8.La relation (4.46) devient alorsPel(�) = � 2e(2�)3 MXi=1 ZBZ dkhu(�)i (k; r)jrju(�)i (k; r)i: (4.48)Les �el�ements de matri
e hu(�)i (k; r)jrju(�)i (k; r)i sont mal d�e�nis. Dans la limite d'un 
ristalin�ni, on devrait les 
al
uler en int�egrant sur une maille du r�eseau 
ristallin 
e qui est absurdepuisque l'op�erateur r n'est pas invariant par translation.Cal
ulons maintenant la d�eriv�ee par rapport �a � de l'�equation (4.48)dPeld� = � 2e(2�)3 MXi=1 ZBZ dk "hu(�)i (k; r)jrjdu(�)i (k; r)d� i+ 
:
:# (4.49)
.
. d�esigne le 
omplexe 
onjugu�e.6Pour que le fomalisme d�evelopp�e i
i soit valable, il faut que le 
ristal reste isolant pout toute valeur de �7L'�equation (4.46) n'a un sens que dans les 
ristaux de taille �nie. Nous allons partir de 
ette relation pour�etablir une expression de dPd� qui est valable dans la limite d'un 
ristal in�ni.8En pr�esen
e d'un 
hamp �ele
trique 
onstant par exemple, il faut ajouter un terme eE � r a l'hamiltonien quin'est visiblement pas invariant par tranlation. 59



En utilisant le fait que les u(�)i (k; r) forment une base orthonorm�ee 
ompl�ete pour tout k,on peut r�e�e
rire la relation (4.49)dPeld� = � 2e(2�)3 MXi=1 1Xj=1j 6=i ZBZ dk "hu(�)i (k; r)jrju(�)j (k; r)ihu(�)j (k; r)jdu(�)i (k; r)d� i+ 
:
:# (4.50)
Nous n'avons pas tenu 
ompte du terme j = i dans la somme puisque jdu(�)i (k;r)d� i est orthogonale�a ju(�)i (k; r)i 
omme on peut le montrer par une formule analogue �a (4.56) (il suÆt de rempla
errk par dd�).Cal
ulons maintenant le 
ommutateur de r ave
 H(k) (voir relation (4.34)) 9[r;H(k)℄ = i�hm (p+ �hk) + [r; V (k; r)℄ = irkH(k) (4.51)On a alorshu(�)i (k; r)j[r;H(k)℄ju(�)j (k; r)i = (Ej(k)�Ei(k)) hu(�)i (k; r)jrju(�)j (k; r)i (4.52)= ihu(�)i (k; r)jrkH(k)ju(�)j (k; r)i; (4.53)d'o�u l'on tire hu(�)i (k; r)jrju(�)j (k; r)i = ihu(�)i (k; r)jrkH(k)ju(�)j (k; r)iEj(k)�Ei(k) : (4.54)On arrive alors �a l'expression suivante :dPeld� = 2ie(2�)3 MXi=1 1Xj=1j 6=i ZBZ dkhu(�)i (k; r)jrkH(k)ju(�)j (k; r)ihu(�)j (k; r)jdu(�)i (k;r)d� iEi(k)�Ej(k) + 
:
: (4.55)qui est maintenant bien d�e�nie dans la limite d'un 
ristal in�ni.4.3.3 La formule de King-Smith et VanderbiltAvant de pouvoir utiliser la formule (4.55), il faut �eliminer la somme sur j. En utilisant lam�ethode de perturbation non d�eg�en�er�ee, on v�eri�e fa
ilement la relation suivante 10jrku(�)i (k; r)i = 1Xj=1j 6=i ju(�)j (k; r)ihu(�)j (k; r)jrkH(k)ju(�)i (k; r)iEi(k) �Ej(k) : (4.56)9Pour d�emontrer que [r; V (k)℄ = irkV (k), il suÆt d'utiliser la d�e�nition de V (k; r) (voir relation (1.56))V (k; r) = e�ik�rV (r)eik�ret de 
al
uler le gradient par rapport �a k de 
ette quantit�e.10voi par exemple [39℄, page 8 60



En 
ombinant 
ette relation ave
 (4.45) et (4.55), on obtient l'expression suivante�Pel = 2ie(2�)3 MXi=1 ZBZ dk Z 10 d�(hrku(�)i (k; r)jdu(�)i (k; r)d� i � hdu(�)i (k; r)d� jrku(�)i (k; r)i)(4.57)qui peut être simpli��ee puisqu'on ahrku(�)i (k; r)jdu(�)i (k; r)d� i = rkhu(�)i (k; r)jdu(�)i (k; r)d� i � hu(�)i (k; r)jrk du(�)i (k; r)d� i (4.58)et hdu(�)i (k; r)d� jrku(�)i (k; r)i = dd�hu(�)i (k; r)jrku(�)i (k; r)i � hu(�)i (k; r)jrk du(�)i (k; r)d� i: (4.59)La relation (4.57) devient alors�Pel = �2ie(2�)3 MXi=1 ZBZ dk Z 10 d�(�rkhu(�)i (k; r)jdu(�)i (k; r)d� i+ dd�hu(�)i (k; r)jrku(�)i (k; r)i)(4.60)Si on travaille dans la jauge p�eriodique (4.37), l'�el�ement de matri
e hu(�)i (k; r)jdu(�)i (k;r)d� i estp�eriodique en k. L'int�egrale sur la zone de Brillouin du gradient de 
ette quantit�e vaut par
ons�equent z�ero et on peut �e
rire l'expression suivante de la polarisation�Pel = Pel(1)�Pel(0) (4.61)ave
 Pel(�) = � 2ie(2�)3 MXi=1 ZBZ dkhu(�)i (k; r)jrku(�)i (k; r)i: (4.62)Cette relation 
onstitue la forme analytique de la formule de King-Smith et Vanderbilt. Dansles 
al
uls num�eriques, elle n'est malheureusement pas appli
able. Pour 
al
uler l'int�egrale, ilfaudrait 
onnâ�tre les fon
tions u(�)i (k; r) en tout point k de la zone de Brillouin.Mais pour garderdes temps de 
al
uls raisonnables, on doit se 
ontenter de les 
al
uler en un nombre restreintde points formant une grille de Monkhorst-Pa
k (voir se
tion 1.7). En plus, les u(�)i (k; r) sontobtenus par minimisation num�erique d'une expression variationelle, 
e qui fait que leurs phasessont 
ompl�etement al�eatoires (voir la remarque �a la �n de la se
tion 4.2.2).Pour transformer la relation (4.62) en une forme plus pratique, remarquons d'abord quel'int�egrale sur la zone de Brillouin peut être e�e
tu�ee de mani�ere �equivalente sur toute maille�el�ementaire du r�eseau r�e
iproque. Nous 
hoisissons i
i une maille ayant la forme d'un prismede base A et dont l'axe est parall�ele �a un ve
teur Gk du r�eseau r�e
iproque (voir �gure 4.6). Laproje
tion de Pel(�) sur Gk s'�e
rit alorsPk(�) = � 2ie(2�)3 ZA dk? MXi=1 Z jGkj0 dkkhu(�)i (k; r)j�u(�)i (k; r)�kk i: (4.63)En �e
rivant la polarisation sous 
ette forme, nous voyons apparâ�tre l'expression de la phasede Zak introduite dans la se
tion 4.2.4. Si l'espa
e r�e
iproque est �e
hantillonn�e 
omme sur la61



Fig. 4.6 { Maille �el�ementaire du r�eseau r�e
iproque ayant la forme d'un prisme dont l'axe estparall�ele au ve
teur Gk�gure 4.6 (
'est-�a-dire que nous avons N points dans la dire
tion de Gk, on peut utiliser lesrelations (4.40) et (4.41) pour obtenir l'expression dis
r�etis�ee de la polarisationPk(�) = 2e(2�)3 ZA dk?�(�)(k?) (4.64)ave
 �(�)(k?) = = ln24N�1Yj=0 det[S(kj ;kj+1)℄35 (4.65)S est la matri
e de re
ouvrement entre orbitales de Blo
h (voir relation(4.42)) et kj =k? + jNGk (j = 0, 1, ..., N-1). C'est 
ette �equation qui est utilis�ee en 
al
ul ab initio pour
al
uler la polarisation spontan�ee des mat�eriaux ferro�ele
triques.Avant de terminer 
ette se
tion, insistons sur deux points importants :1. l'�equation (4.64) n'est valable que si l'on travaille dans la jauge p�eriodique d�e�nie par larelation (4.37) ;2. on pourrait être tent�e de 
onsid�erer Pk(�) 
omme une expression absolue de la polarisation
e qui n'a au
un sens puisqu'uniquement des di��eren
es de polarisation sont bien d�e�nieset mesurables.4.3.4 Fon
tions de WannierA�n de donner une signi�
ation physique �a la relation (4.62), nous allons l'exprimer entermes de fon
tions de Wannier. Celles-
i ont l'avantage d'être lo
alis�ees dans l'espa
e dire
t.
62



Elles sont li�ees aux fon
tions de Blo
h (lo
alis�ees dans l'espa
e r�e
iproque) par la relation 11u(�)n (k; r) = s
LXR e�ik�(r�R)W (�)n (r�R) (4.66)o�u nous avons somm�e sur tous les ve
teurs R du r�eseau dire
t. La transformation inverse s'�e
rit :W (�)n (r) = pL
(2�)3 ZBZ eik�ru(�)n (k; r)dk: (4.67)Cal
ulons maintenant le gradient des fon
tions de Blo
h (4.66) :rku(�)n (k; r) = �is
LXR (r�R)W (�)n (r�R)e�ik�(r�R) (4.68)la relation (4.62) devient alorsPel(�) = �2e
 MXn=1 Z dr rjW (�)n (r)j2 (4.69)et la 
ontribution de la bande n �a la polarisation s'�e
ritPn;el(�) = �2e
 Z dr rjW (�)n (r)j2: (4.70)Nous voyons don
 que la polarisation due aux �ele
trons de la bande n est li�ee au 
entrede gravit�e des fon
tions de Wannier W (�)n (r) et nous pouvons assimiler le gaz �ele
tronique �aun syst�eme de 
harges pon
tuelles situ�ees aux 
entres des fon
tions de Wannier asso
i�ees auxbandes o

up�ees.
Fig. 4.7 { Repr�esentation s
h�ematique du d�epla
ement du 
entre des fon
tions de WannierNous pouvons don
 r�e�e
rire la relation (4.61)�Pel = �2e
 MXi=1 di (4.71)o�u di = Z dr r hjW (1)i (r)j2 � jW (0)i (r)j2i (4.72)est le d�epla
ement du 
entre de gravit�e des fon
tions de Wannier (voir �gure 4.7).11Dans la relation (4.66), nous avons suppos�e que les bandes d'�energie du solide sont bien s�epar�ees les unes desautres. 63



4.4 R�ealisation pratiqueDans la se
tion 4.3.3, nous avons vu qu'il faut 
hanger de maille �el�ementaire dans le r�eseaur�e
iproque pour pouvoir utiliser la formule de King-Smith et Vanderbilt (4.62). Dans 
ettese
tion, nous allons montrer 
omment on peut r�ealiser 
ette op�eration dans la pratique pour
al
uler la d�e
omposition de la polarisation dans la base des ve
teurs de translation primitivesdu r�eseau r�e
iproque Gi.Introduisons d'abord des ve
teurs norm�es gigi = GijGij : (4.73)Supposons que nous voulons 
al
uler la d�e
omposition de la polarisation P dans la base desve
terus gi P = P1g1 + P2g2 + P3g3: (4.74)Pour 
al
uler par exemple P1, nous devons poserGk = G1. Pour montrer, 
omment la proje
tionde P suivant Gk est li�e �a P1, nous devons introduire une nouvelle base orthonorm�ee g(1)i d�e�niepar la relation ( g(1)1 = g1g(1)i � g(1)j = Æij i,j = 1,. . .,3: (4.75)La �gure 4.8 illustre 
e 
hangement de base. Le ve
teur g1 = g(1)1 = GkjGkj d�e�nit l'axe du prisme(trait dis
ontinu) utilis�e 
omme maille �el�ementaire �a la pla
e de la premi�ere zone de Brillouintandis que g(1)2 et g(1)3 d�e�nissent le plan de sa base.6
-��������>g1 = g(1)1

g(1)2 g2
Fig. 4.8 { Changement de base dans le r�eseau r�e
iproque. Le re
tangle en traits dis
ontinuss
h�ematise la nouvelle maille �el�ementaire du r�eseau r�e
iproque utilis�ee pour appliquer la formulede King-Smith et Vanderbilt (4.62)La d�e
omposition de la polarisation dans 
ette nouvelle base s'�e
rit alorsP = P (1)1 g(1)1 + P (1)2 g(1)2 + P (1)3 g(1)3 (4.76)64



et sa proje
tion suivant g(1)1 , 
al
ul�ee �a l'aide de la relation (4.64) 12 vautP � g1 = P (1)1 : (4.77)On r�ep�ete 
ette op�eration pour g2 et g3 en d�e�nissant 
haque fois une nouvelle base ortho-norm�ee g(l)k (k; l = 1; : : : ; 3). On obtient alors les trois proje
tions de la polarisation suivant g1,g2 et g3 P � gi = P (i)i : (4.78)Dans le 
as g�en�eral, o�u les ve
teurs du r�eseau r�e
iproque ne sont pas orthogonaux, les proje
tionsP (i)i ne sont sont pas �egales aux 
omposantes Pi de la polarisation dans 
ette baseP � gi = P1g1 � gi + P2g2 � gi + P3g3 � gi i = 1,. . .,3: (4.79)Cette relation 
onstitue un syst�eme d'�equations lin�eaires qu'on peut r�ee
rire sous forme matri-
ielle 0B� P � g1P � g2P � g3 1CA = �0B� P1P2P3 1CA (4.80)en introduisant le tenseur m�etrique � dont les �el�ements sont donn�es par�ij = gi � gj i,j = 1,. . .,3 (4.81)Pour obtenir les 
omposantes Pi de la polarisation, il suÆt alors d'inverser la matri
e �0B� P1P2P3 1CA = ��10B� P � g1P � g2P � g3 1CA : (4.82)4.5 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, nous avons donn�e une br�eve introdu
tion �a la th�eorie des phases de Berryet nous avons montr�e 
omment on peut l'appliquer �a l'�etude de la polarisation spontan�ee desmat�eriaux ferro�ele
triques.En partant du formalisme g�en�eral, nous avons �etendu la notion de phase de Berry, d�e
rivantl'�evolution adiabatique d'un syst�eme physique quel
onque, aux ondes de Blo
h des �ele
tronsdans un 
ristal. Apr�es avoir donn�e une d�e�nition de la polarisation spontan�ee d'un 
ristalferro�ele
trique, nous avons montr�e 
omment on peut 
al
uler 
ette quantit�e en l'identi�ant �a laphase de Zak des fon
tions d'ondes �ele
troniques.Dans le 
hapitre suivant, nous appliquerons 
e formalisme pour �etudier la 
harge e�e
tivede Born du niobium dans les deux phases du niobate de lithium et pour 
al
uler la polarisationspontan�ee de 
e mat�eriau.12La raison pour laquelle la formule de King-Smith et Vanderbilt permet de 
al
uler P (1)1 et pas P1 vient dufait que 
'est dans la base orthonorm�ee des ve
teurs g(1)i qu'on peut �e
rire le gradiant de la formule (4.62) sousla forme � ��k? ; ��kk�. 65



Chapitre 5Charges e�e
tives, Polarisation5.1 Introdu
tionLa 
harge statique d'un ion isol�e est une quantit�e bien d�e�nie. Mais, quand on essaie d'�etendresa d�e�nition aux ions d'un 
ristal, on re
ontre des diÆ
ult�es qui sont li�ees au 
ara
t�ere d�elo
alis�ede la densit�e �ele
tronique. Une d�e�nition rigoureuse n'est possible que dans la limite d'unmat�eriau purement ionique.La 
harge e�e
tive de Born 1, par 
ontre, 
orrespond �a une grandeur physique qui estexp�erimentalement mesurable. C'est une 
harge dynamique li�ee �a la variation de la polarisa-tion induite par un d�epla
ement 
olle
tif des noyaux appartenant �a un sous-r�eseau donn�e. Letenseur des 
harges e�e
tives est d�e�ni par la relationZ��;�� = 
 �P����� ����E=0 : (5.1)Z��;�� est don
 le 
oeÆ
ient de proportionalit�e (�a l'ordre lin�eaire et sous 
hamp �ele
trique nul)qui lie la variation de la polarisation dans la dire
tion � au d�epla
ement du sous-r�eseau d'atomes� dans la dire
tion �.A�n d'illustrer le 
on
ept de 
harge dynamique, 
onsid�erons une mol�e
ule diatomique XY.Appelons u la distan
e interatomique et p(u) son moment dipolaire �ele
trique. La 
harge statiquedes ions vaut Z(u) = p(u)u (5.2)et la 
harge dynamique s'�e
rit Z�(u) = ��up(u)= ��u (uZ(u))= Z(u) + u ��uZ: (5.3)Nous voyons don
 que Z� est 
ompos�e de 2 termes. Le premier est la 
harge statique. Le deuxi�eme
orrespond �a une 
ontribution dynamique qui est due au transfert de 
harges entre les atomes lors1En 
himie, on utilise plutôt l'expression "Atomi
 Polar Tensor" (APT).66



de la modi�
ation de la distan
e interatomique. Z� peut don
 atteindre des valeurs importantes,largement sup�erieures �a Z, �a 
ondition que Z varie rapidement ave
 u ou que le transfert de
harges s'e�e
tue sur une grande distan
e.Ce mod�ele tr�es simple permet d�ej�a de 
omprendre les m�e
anismes prin
ipaux qui d�eterminentl'amplitude de Z�. Un mod�ele plus sophistiqu�e est le "bond orbital model" (BOM) de Harrison[41℄. Le BOM utilise l'approximation des liaisons fortes (tight-binding) et ne 
onsid�ere quel'intera
tion entre plus pro
hes voisins. D'apr�es le BOM, 
'est la variation de l'int�egrale der�esonan
e (le hopping) ave
 la distan
e interatomique qui d�etermine le transfert de 
hargesentre atomes et don
 l'amplitude de Z�.Les 
harges e�e
tives ont un e�et important sur la dynamique du r�eseau 
ristallin. Ellessont responsables de l'intera
tion 
oulombienne �a longue port�ee entre noyaux qui provoque le"splitting" 2 entre les modes longitudinaux (LO) et transverses (TO) des phonons optiques ainsique l'instabilit�e ferro�ele
trique dans les mat�eriaux ABO3. Dans 
e 
hapitre, nous appliqueronsla th�eorie expos�ee dans les 
hapitres 1 et 4 pour �etudier les 
harges e�e
tives de Born dans lesdeux phases du niobate de lithium.5.2 Cal
ul des 
harges e�e
tives par phases de BerryComme le tenseur des 
harges e�e
tives 
onstitue la d�eriv�ee premi�ere de la polarisation parrapport �a un d�epla
ement atomique, on peut utiliser les formules de la se
tion 4.3.3 pour en�etablir une expression. S�eparons d'abord la 
ontribution ionique 3, Z�, de la 
ontribution dueaux �ele
trons de valen
e, �Z��;�� Z��;�� = Z�Æ�� +�Z��;��: (5.4)Dans les se
tions 5.2.1 et 5.2.2, nous allons montrer, 
omment on peut utiliser les expressions
ontinues (4.62) et dis
r�etes (4.64) de la formule de King-Smith et Vanderbilt pour 
al
uler lapartie �ele
tronique du tenseur des 
harges e�e
tives.5.2.1 Expression 
ontinueD�erivons la relation (4.62) par rapport au d�epla
ement du sous-r�eseau d'atomes � dans ladire
tion �, on obtient 4 :�Z��;�� = � 2ie
(2�)3 MXi=1 ZBZ dk ����� hui(k; r)j�ui(k; r�k� )i= � 2ie
(2�)3 MXi=1 ZBZ dk "h�ui(k; r)���� j�ui(k; r)�k� i+ hui(k; r)j�2ui(k; r)�k����� i# : (5.5)Le deuxi�eme �el�ement de matri
e peut être r�e�e
rit sous la formehui(k; r)j�2ui(k; r)�k����� i = ��k� hui(k; r)j�ui(k; r)���� i � h�ui(k; r)�k� j�ui(k; r)���� i: (5.6)2une lev�ee de la d�eg�en�eres
en
e des modes LO et TO en �3Le terme "ion" d�esigne i
i le syst�eme form�e par le noyau et les �ele
trons de 
oeur dont la 
harge vaut Z�.4Dans 
ette expression, ��� joue un rôle analogue au param�etre � que nous n'�e
rivons plus pour des raisonsde 
ommodit�e 67



Le premier terme du membre de droite est le gadient d'une quantit�e ayant la p�eriodi
it�e dur�eseau r�e
iproque. Dans la jauge p�eriodique (voir relation (4.37)), son int�egrale sur la zone deBrillouin vaut par 
ons�equent z�ero.En utilisant la sym�etrie de l'inversion du temps, on peut r�e�e
rire la relation (5.5) sous laforme �Z��;�� = � 4ie
(2�)3 MXi=1 ZBZ dkh�ui(k; r)�k� j�ui(k; r)���� i (5.7)qui peut être utilis�ee pour 
al
uler les 
harges e�e
tives dans un mat�eriau donn�e.5.2.2 Expression dis
r�eteAu lieu d'utiliser la formule (5.7), on peut 
al
uler les 
harges e�e
tives par di��eren
es �niesde la polarisation Z��;�� = 
 lim����!0 �P����� �= 
 �P����� : (5.8)Cette appro
he est �equivalente �a 
elle d�e
rite dans la se
tion pr�e
�edente, mais plus dire
te d'unpoint de vue num�erique. Il suÆt de 
al
uler la di��eren
e de polarisation (par les formules (4.61),(4.64) et (4.44)) entre l'�etat de r�ef�eren
e du 
ristal et un �etat o�u tous les atomes du sous r�eseau� ont �et�e d�epla
�es d'une quantit�e ����.Dans la pratique, on doit 
al
uler la polarisation dans la dire
tion d'un ve
teur Gk du r�eseaur�e
iproque. On est don
 oblig�e de 
al
uler Z�� d'abord dans le rep�ere du r�eseau r�e
iproque et d'ef-fe
tuer ensuite une transformation de 
oordonn�ees pour obtenir son expression dans un rep�ere
art�esien. Dans la dis
ussion qui suit, nous allons utiliser les mêmes notations que dans la se
-tion 4.4. Les symboles prim�es repr�esentent les 
oordonn�ees des di��erentes grandeurs ve
torielleset tensorielles dans le rep�ere 
art�esien tandis que leur 
oordonn�ees dans le rep�ere du r�eseaur�e
iproque sont not�ees par des symboles non prim�es.Pour 
al
uler Z�� dans la base du r�eseau r�e
iproque, nous devons d�epla
er les atomes � d'unequantit�e in�nit�esimale ��� suivant les trois ve
teurs g1, g2 et g3 et 
al
uler les variations depolarisation (
'est-�a-dire leurs 
omposantes dans la base des gi) qui en r�esultent.Soient �ij les 
omposantes des ve
teurs gi dans le rep�ere 
art�esien d�e�ni par les ve
teursorthonorm�es ej gi = 3Xj=1�ijej : (5.9)La polarisation s'�e
rit dans 
es deux rep�eresP = 3Xk=1P 0kek = 3Xl=1 Plgl: (5.10)En inje
tant la relation (5.9) dans la relation (5.10) et en identi�ant les 
omposantes de P dansla base des ei, on obtient la loi de transformation de la polarisationP 0k = 3Xl=1 Pl�lk: (5.11)
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Et on trouve de la même fa�
on la loi de transformation pour les d�epla
ements ��� 0�� = 3X�=1 ������ : (5.12)La d�eriv�ee par rapport �a �� se transforme alors (voir par exemple [40, page 286℄)dd� 0�� = 3X�=1��1�� dd��� : (5.13)En 
ombinant les relations (5.11) et (5.13), on obtient la loi de transformation du tenseurdes 
harges e�e
tives Z 0��;�� = 
 �P 0��� 0��= 
 3X�;�=1�����1�� �P�����= 3X�;�=1��1��Z��;�����: (5.14)Cette loi peut en
ore s'�e
rire sous forme matri
ielleZ 0�� = ��1Z���: (5.15)En r�esum�e, pour d�eterminer les 
omposantes du tenseur des 
harges e�e
tives dans un rep�ere
art�esien, il faut d'abord les 
al
uler dans le rep�ere du r�eseau r�e
iproque et appliquer ensuite latransformation (5.15).5.3 R�esultats par r�eponse lin�eaireNous avons utilis�e les te
hniques d�e
rites dans la se
tion 1.9 pour 
al
uler les 
harges e�e
-tives dans les deux phases du LiNbO3. Pour rendre l'analyse des r�esultats plus ais�e, nous n'allonsplus travailler dans le rep�ere hexagonal 
omme dans le 
hapitre 3 mais dans un rep�ere 
art�esien.Celui-
i est 
hoisi de fa�
on �a 
e que son axe z soit 
onfondu ave
 l'axe 
 de la maille hexagonale.Pour pouvoir faire plus fa
ilement le lien ave
 les positions atomiques rapport�ees dans le 
hapitre3 (tableaux 3.1 et 3.3), nous indiquons dans le tableau 5.1 les 
oordonn�ees 
art�esiennes (en �A)des 10 atomes dans la maille rhombo�edrique.Le tableau 5.2 donne les 
harges e�e
tives de Nb1 et Li1 dans les deux phases. Les 
hargesde Nb2 et Li2 s'obtiennent en prenant les transpos�ees de Z�Nb1 et Z�Li1.On voit que la 
harge du niobium est anisotrope dans le plan xy. En plus, elle est sup�erieure�a la 
harge qu'aurait 
et atome si le LiNbO3 �etait un 
ristal purement ionique (+5). Ce
i indiqued�ej�a que le transfert d'�ele
trons entre le niobium et l'oxyg�ene n'est pas 
omplet mais que 
es deuxatomes interagissent par des liaisons fortement 
ovalentes. Cette observation sera 
on�rm�ee dansla se
tion 5.5, o�u nous analyserons la 
ontribution des di��erents groupes de bandes d'�energie(�gure 3.8) �a la 
harge du niobium. 69



phase para�ele
trique phase ferro�ele
triqueNb1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000Nb2 0,000 0,000 6,751 0,000 0,000 6,867Li1 0,000 0,000 3,375 0,000 0,000 3,918Li2 0,000 0,000 10,126 0,000 0,000 10,785O1 -1,486 -0,640 7,876 -1,526 -0,650 7,752O2 1,297 -0,967 7,876 1,326 -0,997 7,752O3 0,189 1,607 7,876 0,200 1,646 7,752O4 -1,297 0,967 5,626 -1,267 0,895 5,463O5 -0,189 -1,607 5,626 -0,142 -1,545 5,463O6 1,486 0,640 5,626 1,409 0,650 5,463Tab. 5.1 { Coordonn�ees 
art�esiennes (en �A) des 10 atomes de la maille rhombo�edrique.

phase para�ele
trique phase ferro�ele
triqueNb1 8,266 2,074 0,000 7,305 1,623 0,000-2,074 8,266 0,000 -1,623 7,305 0,0000,000 0,000 9,063 0,000 0,000 6,880Li1 1,156 0,000 0,000 1,204 -0,256 0,0000,000 1,156 0,000 0,256 1,204 0,0000,000 0,000 1,120 0,000 0,000 1,039Tab. 5.2 { Charges e�e
tives (en unit�es atomiques) du niobium et du lithium dans les deuxphases du LiNbO3.
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Lors de la transition de phase, les �el�ements diagonaux de Z�Nb diminuent presque d'une unit�edans le plan xy et même de deux unit�es dans la dire
tion de l'axe z. Dans le 
hapitre 6, on verraque 
e sont les 
harges e�e
tives �elev�ees dans le LiNbO3 qui sont responsables de l'instabilit�eferro�ele
trique et que leur diminution dans la phase ferro�ele
trique supprime en partie 
et e�etd�estabilisant.La 
harge e�e
tive du lithium, par 
ontre, est tr�es pro
he de sa 
harge ionique (+1) dansles deux phases. Ce
i 
on�rme l'aÆrmation faite dans la se
tion 3.4 que dans le LiNbO3, le Liest dans une 
on�guration une fois ionis�ee. Cette premi�ere analyse des 
harges e�e
tives permetdon
 de r�ev�eler le 
ara
t�ere partiellement ionique, partiellement 
ovalent des liaisons 
himiquesdans le niobate de lithium.Le tableau 5.3 donne les 
harges e�e
tives des 6 atomes d'oxyg�ene de la maille rhombo�edrique.La derni�ere ligne donne les valeurs propres des parties sym�etriques de 
es tenseurs qui sontphase para�ele
trique phase ferro�ele
triqueO1 -4,480 0,000 2,451 -4,072 -0,232 1,7800,000 -1,801 0,000 -0,306 -1,600 0,1722,292 0,000 -3,394 1,841 0,132 -2,640O2 -2,471 1,160 -1,225 -2,451 1,242 -1,0391,160 -3,810 2,122 1,168 -3,222 1,456-1,146 1,985 -3,394 -1,035 1,528 -2,640O3 -2,471 -1,160 -1,225 -1,986 -0,899 -0,741-1,160 -3,810 -2,122 -0,973 -3,687 -1,627-1,146 -1,985 -3,394 -0,806 -1,660 -2,640O4 -2,471 1,160 -1,225 -1,986 0,899 -0,7411,160 -3,810 2,122 0,973 -3,687 1,627-1,146 1,985 -3,394 -0,806 1,660 -2,640O5 -2,471 -1,160 -1,225 -2,451 -1,242 -1,039-1,160 -3,810 -2,122 -1,168 -3,222 -1,456-1,146 -1,985 -3,394 -1,035 -1,528 -2,640O6 -4,480 0,000 2,451 -4,072 0,232 1,7800,000 -1,801 0,000 0,306 -1,600 -0,1722,292 0,000 -3,394 1,841 -0,132 -2,640v.p. -6,369 -1,505 -1,800 -5,328 -1,405 -1,578Tab. 5.3 { Charges e�e
tives (en unit�es atomiques) des 6 atomes d'oxyg�ene dans les deux phasesdu LiNbO3. La derni�ere ligne donne les valeurs propres des parties sym�etriques de Z�O.identiques pour les 6 atomes. Comme dans le 
as de Z�Nb, les 
harges e�e
tives des oxyg�enesdiminuent lors de la transition de phase, même si l'e�et est moins pronon
�e que dans le 
as duniobium.Examinons maintenant les ve
teurs propres de Z�O. Le tableau 5.4 donne les modules des71



produits s
alaires des ve
teurs propres ave
 les ve
teurs unitaires pointant suivant les liaisonsNb-O. On voit que les ve
teurs propres 
orrespondants aux plus grandes valeurs propres pointentPhase Atome Produit s
alairepara�ele
trique O1 �a O6 0,945 0,023 0,324(-6,369 -1,505 -1,800)ferro�ele
trique O1 �a O3 0,961 0,026 0,274O4 �a O6 0,905 0,117 0,408(-5,328 -1,405 -1,578)Tab. 5.4 { Produits s
alaires entre les ve
teurs propres des tenseurs des 
harges e�e
tives et lesve
teurs unitaires pointant le long des liaisons Nb-O, pour di��erents oxyg�enes. Entre paranth�eses,nous avons rappel�e les valeurs propres 
orrespondantes.prin
ipalement suivant 
es liaisons. Ce
i est une propri�et�e qui a d�ej�a �et�e observ�ee dans d'autresoxydes ABO3 
omme le BaTiO3 [41℄ ou le KNbO3 [42℄. Elle est un indi
ateur de l'intera
tion
ovalente intense entre le m�etal de transition (Ti, Nb) et les atomes d'oxyg�ene et du transfertde 
harges le long des liaisons, lors d'une variation de la distan
e interatomique, qui en r�esulte.En examinant le tableau 5.4, on voit �egalement que, dans la phase ferro�ele
trique, les ve
teurspropres 
orrespondant aux atomes d'oxyg�ene du triangle inf�erieur (O4, O5 et O6, voir �gure3.5 et tableau 5.1) s'�e
artent l�eg�erement de 
ette tendan
e g�en�erale. Ce
i n'est pas surprenantsi on se rappelle les d�eformations de l'o
ta�edre lors de la transition de phase : nous avons vudans la se
tion 3.3, que le triangle sup�erieur subit une simple dilatation tandis que le triangleen dessous de l'atome de niobium tourne l�eg�erement autour de l'axe 
. Ce sont 
es distortionsasym�etriques qui for
ent les ve
teurs propres �a s'�e
arter davantage des dire
tions Nb-O.En r�esum�e, 
ette premi�ere analyse a montr�e que le niobium et l'oxyg�ene poss�edent des
harges e�e
tives anormalement �elev�ees, largement sup�erieures �a la 
harge ionique. En plus, ellea 
on�rm�e le 
ara
t�ere partiellement 
ovalent, partiellement ionique des liaisons 
himiques dansle niobate de lithium. En parti
ulier, elle a montr�e qu'il y a un transfert de 
harge important lelong des liaisons Nb-O. Cette �etude sera pouss�ee plus loin dans les se
tions qui suivent, o�u nousallons analyser les 
ontributions des di��erentes bandes d'�energie �a la 
harge du niobium.5.4 R�esultats par phases de BerryDans la se
tion 5.2.2, nous avons d�e
rit 
omment on peut appliquer la formule de King-Smithet Vanderbilt pour 
al
uler les 
harges e�e
tives de Born en prenant des di��eren
es �nies de lapolarisation. Cette appro
he a l'avantage qu'elle permet d'utiliser soit la LDA, soit la GGA
omme approximation de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation 
e qui n'est pas possible a
tuellementsi on utilise les m�ethodes habituelles de r�eponse lin�eaire 5.Dans nos 
al
uls, nous avons d�epla
�e l'atome de niobium de 0,02 bohr suivant les troisve
teurs g1, g2 et g3 du r�eseau r�e
iproque et nous avons 
al
ul�e les variations de la polarisationqui en r�esultent. Pour 
ela, nous avons appro
h�e l'int�egrale de surfa
e de la relation (4.64) parune somme sur 16 points k et nous avons int�egr�e la phase de Zak num�eriquement sur un 
hemin5Ce
i ne veut pas dire qu'il est impossible d'utiliser la DFPT en GGA mais plutôt que le logi
iel ABINIT nepermet pas a
tuellement de faire 
e genre de 
al
uls. 72



dis
r�etis�e en 20 points k. En utilisant le langage de la se
tion 1.7, on peut dire que nous avons
al
ul�e la polarisation sur une grille 4� 4� 20.Le tableau 5.5 r�esume les r�esultats obtenus pour la 
harge e�e
tive du niobium 6. Pour
omparer, nous avons rappel�e le tenseur Z�Nb 
al
ul�e par r�eponse lin�eaire. On voit que les r�esultatsphase para�ele
trique phase ferro�ele
triqueLDA 8,259 2,068 0,000 7,302 1,615 0,000-2,068 8,259 0,000 -1,615 7,302 0,0000,000 0,000 9,079 0,000 0,000 6,830GGA 8,399 2,104 0,000 7,234 1,590 0,000-2,104 8,399 0,000 -1,590 7,234 0,0000,000 0,000 9,287 0,000 0,000 6,457DFPT 8,266 2,074 0,000 7,305 1,623 0,000-2,074 8,266 0,000 -1,623 7,305 0,0000,000 0,000 9,063 0,000 0,000 6,880Tab. 5.5 { Charge e�e
tive du niobium, 
al
ul�e par phases de Berry en LDA et GGA. Pour
omparer 
es r�esultats ave
 
eux de la se
tion 5.3, nous avons rappel�e Z�Nb 
al
ul�e en r�eponselin�eaire dans la partie inf�erieure du tableau.obtenus en LDA par phase de Berry sont en ex
ellent a

ord ave
 
eux obtenus par r�eponselin�eaire. Les �e
arts sont en g�en�eral de l'ordre de quelque milli�emes.Les �el�ements de Z�Nb 
al
ul�es en GGA sont tr�es pro
hes de 
eux 
al
ul�es en LDA. Laseule ex
eption 
on
erne l'�el�ement Z�Nb;33. L'�e
art est parti
uli�erement important dans la phaseferro�ele
trique.Il est 
lair qu'en faisant di��erentes approximations (LDA, GGA), on fait des erreurs di��eren-tes 
e qui permet d'expliquer en partie la di��eren
e entre 
es valeurs. Mais une autre 
auseprovient du fait que les positions atomiques obtenues par optimisations stru
turales (tableaux3.2 et 3.4) en LDA et en GGA ne sont pas parfaitement identiques. Et 
omme dans la phaseferro�ele
trique, les atomes ont plus de degr�es de libert�e que dans la phase para�ele
trique, ladi��eren
e est plus importante dans 
ette phase.Pour voir l'importan
e relative de 
es deux 
auses, nous avons re
al
ul�e la 
harge e�e
tivedu Nb dans la phase para�ele
trique en GGA en utilisant les param�etres g�eom�etriques optimis�esen LDA Z�Nb = 0B� 8; 300 2; 077 0; 000�2; 077 8; 300 0; 0000; 000 0; 000 9; 114 1CA : (5.16)On voit que 
e tenseur est maintenant plus pro
he de 
elui obtenu en LDA. Par 
ons�equent,l'�e
art entre les r�esultats LDA/GGA dans le tableau 5.5 est prin
ipalement dû au fait que 
esdeux approximations donnent des param�etres de maille et des positions atomiques l�eg�erementdi��erents. La phase de Berry en elle même est don
 assez insensible �a l'approximation de l'�energied'�e
hange-
orr�elation.6Pour �eviter des 
onfusions, nous rappelons que tous les 
al
uls e�e
tu�es en LDA ont �et�e faits en utilisant lesparam�etres de maille et les positions atomiques optimis�es en LDA (
hapitre 3). De même, les 
al
uls en GGA ont�et�e e�e
tu�es en utilisant les param�etres optimis�es en GGA.73



5.5 D�e
omposition bande par bande de la 
harge e�e
tive duniobiumNous avons vu dans les se
tions pr�e
�edentes que les 
harges e�e
tives dans le niobate delithium sont anormalement �elev�ees. Nous avons �evoqu�e 
omme 
ause l'intera
tion entre les ni-veaux 4d du niobium et 2p de l'oxyg�ene. Dans 
ette se
tion, nous allons examiner la 
ontributiondes di��erentes bandes d'�energie �a Z�Nb pour montrer que 
e sont e�e
tivement 
es �ele
trons quisont responsables des 
harges �elev�ees.Dans la se
tion 3.4, nous avons vu que la stru
ture de bandes du LiNbO3 est 
ompos�ee degroupes de bandes bien s�epar�es les uns des autres (�gure 3.8). En même temps, nous avonsidenti��e les bandes de valen
e les plus basses en �energie aux orbitales atomiques 4s et 4p du Nb,1s du Li et 2s de l'oxyg�ene.Dans la se
tion 4.2.4, nous avons montr�e que la phase de Zak d'un syst�eme de M bandesdoublement o

up�ees peut s'�e
rire 
omme la somme des phases de Zak asso
i�ees �a 
haque bande.Ce
i sugg�ere d'utiliser la formule de King-Smith et Vanderbilt pour d�e
omposer la 
harge e�e
-tive du niobium sur les 5 groupes de bandes d'�energie de la �gure 3.8.Comme dans la se
tion 5.4, nous avons 
al
ul�e la polarisation en utilisant 16 segmentsdis
r�etis�es en 20 points. Pour 
haque segment, nous avons 
al
ul�e les matri
es de re
ouvremententre fon
tions de Blo
h en utilisant toutes les bandes de valen
e. Apr�es avoir pris le produitmatri
iel des 20 matri
es, nous avons 
al
ul�e le sous-d�eterminant asso
i�e �a 
haque groupe debandes. Nous avons r�ep�et�e 
es op�erations pour les 16 segments, et nous avons pris la somme des16 sous-d�eterminants asso
i�es �a 
haque groupe de bandes.Le tableau 5.6 donne la d�e
omposition de la 
harge e�e
tive du niobium. Remarquons d'abordque pour des raisons num�eriques la somme des d�e
ompositions n'est pas tout �a fait �egale �a la
harge totale mais qu'elle pr�esente un �e
art de l'ordre de 0,2.La 
ontribution des �ele
trons 4s du Nb est tr�es pro
he de -2 
e qui montre que 
es �ele
tronssont fortement lo
alis�es sur l'atome de niobium. Les �ele
trons 1s du Li ne 
ontribuent pas �a Z�Nb.Eux aussi sont don
 inertes du point de vu 
himique et, par 
ons�equent, lo
alis�es sur l'atome delithium.Les �ele
trons 4p et 2s du niobium et de l'oxyg�ene apportent d�ej�a une 
ontribution anomale�a Z�Nb qui est trop importante pour être due �a des erreurs num�eriques. Ce
i montre que 
es�ele
trons ne sont pas 
ompl�etement inertes mais qu'ils parti
ipent (faiblement) aux liaisons
ovalentes. Mais on voit que 
es 
ontributions sont de signe oppos�e et qu'elles ont don
 tendan
e�a s'annuler. En plus, elles ne varient que tr�es peu lors de la transition de phase 
e qui est ena

ord ave
 les observations faites lorsqu'on avait examin�e les stru
tures de bandes des deuxphases (voir se
tion 3.4).L'origine des 
harges e�e
tives anormalement �elev�ees dans le LiNbO3 provient don
 prin
ipa-lement du dernier groupe de bandes d'�energie qui r�esulte, 
omme nous l'avons d�ej�a dit plusieursfois, d'une forte intera
tion entre les orbitales 2p de l'oxyg�ene et 4d du niobium 7. Lors d'und�epla
ement atomique, 
ette intera
tion provoque alors un transfert de 
harges important entre
es atomes et nous avons vu dans la se
tion 5.3 que les 
ourants responsables 
ir
ulent surtoutle long des liaisons Nb-O.La 
harge e�e
tive de 
e groupe de bandes varie fortement lors de la transition de phase 
e7Si le niobate de lithium �etait un 
ristal purement ionique, les �ele
trons 4d du Nb seraient 
ompl�etementtransf�er�es aux atomes d'oxgy�ene et la 
harge apport�ee par 
es �ele
trons �a Z�Nb vaudrait z�ero.74



Bandes phase para�ele
trique phase ferro�ele
triqueNb 4s -2,035 -0,026 0,000 -2,062 0,019 0,0000,026 -2,035 0,000 -0,019 -2,062 0,0000,000 0,000 -2,018 0,000 0,000 -2,040Li 1s 0,006 0,006 0,000 0,006 -0,003 0,000-0,006 0,006 0,000 0,003 0,006 0,0000,000 0,000 0,001 0,000 0,000 0,003Nb 4p -6,191 0,027 0,000 -6,264 -0,039 0,000-0,027 -6,191 0,000 0,039 -6,264 0,0000,000 0,000 -6,041 0,000 0,000 -6,092O2s 0,374 -0,247 0,000 0,397 0,264 0,0000,247 0,374 0,000 -0,264 0,397 0,0000,000 0,000 0,199 0,000 0,000 0,232Nb 4d + O2p 3,021 -2,062 0,000 2,106 1,594 0,0002,062 3,021 0,000 -1,594 2,106 0,0000,000 0,000 3,627 0,000 0,000 1,481
oeur 13,000 0,000 0,000 13,000 0,000 0,0000,000 13,000 0,000 0,000 13,000 0,0000,000 0,000 13,000 0,000 0,000 13,000somme 8,176 -2,301 0,000 7,184 1,834 0,0002,301 8,176 0,000 -1,834 7,184 0,0000,000 0,000 8,769 0,000 0,000 6,583Tab. 5.6 { D�e
omposition bande par bande de la 
harge e�e
tive du niobium. Tous les r�esultatsont �et�e 
al
ul�e en LDA. La partie inf�erieure du tableau donne la somme des d�e
ompositions etdu 
oeur (noyau+�ele
trons de 
oeur) ionique.
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qui indique que les liaisons 
ovalentes entre le Nb et les atomes d'oxyg�enes subissent �egalementdes variations importantes. Ces observations sont en a

ord ave
 les r�esultats obtenus lors del'analyse de la stru
ture �ele
tronique du LiNbO3 o�u on avait remarqu�e que le gap d'�energie �etaitplus petit dans la phase para�ele
trique que dans la phase ferro�ele
trique.En r�esum�e, 
ette analyse nous a permis de r�ev�eler l'origine des 
harges e�e
tives �elev�eesdans le LiNbO3, même si elle est a�e
t�ee d'erreurs num�eriques relativement importantes. Elle amontr�e que les �ele
trons des orbitales internes 4p et 2s du Nb et de l'oxyg�ene apportent d�ej�a une
ontribution anomale mais que 
es 
ontributions ont tendan
e �a s'annuler mutuellement. Ce
i esten a

ord ave
 les observations faites par Ghosez et al. dans le BaTiO3 [41℄ même si les e�ets sontmoins marqu�es dans le LiNbO3 : dans le BaTiO3, les �ele
trons internes apportent �egalement des
ontributions anomales qui ont tendan
e �a s'�eliminer quand on prend leur somme. Ghosez et al.expliquent leur observation par le fait que les 
ontributions anomales �a la 
harge totale doiventn�e
essairement provenir de l'intera
tion entre orbitales atomiques partiellement o

up�ees (Ti 3d ! O 2p) tandis que les orbitales atomiques remplies apportent des 
ontributions oppos�eesqui s'�eliminent mutuellement. Cette expli
ation s'applique �egalement dans le 
as du niobate delithium o�u l'intera
tion se fait entre les orbitales atomiques 4d du Nb et 2p de l'oxyg�ene.Avant de terminer 
ette se
tion, nous allons insister sur un point important. Les 
hargese�e
tives ne sont pas simplement li�ees �a une intera
tion entre niveaux d'�energie mais �a unevariation de 
ette intera
tion lors d'un d�epla
ement atomique 
omme le montre l'exemple de lamol�e
ule diatomique donn�e dans la se
tion 5.1. A�n de donner une image plus intuitive de 
ettedi��eren
e, nous allons faire une analogie ave
 la math�ematique. Consid�erons une fon
tion �a unevariable f(x) (�gure 5.1). La fon
tion peut être identi��ee �a l'intera
tion (int�egrale de r�esonan
e)entre niveaux d'�energie et l'argument �a la position des atomes. La 
harge e�e
tive est alors li�ee

dx

x

f(x)

x1 x2

dxFig. 5.1 { Analogie entre les 
harges e�e
tives et la d�eriv�ee d'une fon
tion.�a la d�eriv�ee de la fon
tion (la pente de la tangente) qui donne sa variation dans un intervalle dx.Lors de la transition de phase, la variable passe de x1 �a x2. Par 
ons�equent, f(x) et sa d�eriv�eevont varier 
omme le fait l'intera
tion entre orbitales atomiques et d�es lors les 
harges e�e
tives.
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5.6 Polarisation spontan�eeComme nous l'avons expos�e dans la se
tion 4.3.1, les mat�eriaux ferro�ele
triques sont 
a-ra
t�eris�es par une polarisation spontan�ee Ps qui peut être renvers�ee dans un 
hamp �ele
trique.Nous avons utilis�e la formule de King-Smith et Vanderbilt pour 
al
uler 
ette polarisationdans la phase ferro�ele
trique du niobate de lithium. Pour 
ela, nous avons appliqu�e 
ette formuleaux deux phases du LiNbO3 et nous avons pris la di��eren
e des valeurs obtenues. Nous avonsensuite e�e
tu�e la transformation d�e
rite dans la se
tion 4.4 pour obtenir la d�e
ompositionde Ps dans les axes du r�eseau r�e
iproque. Sur 
es 
omposantes, nous avons alors appliqu�e le
hangement de base de la relation (5.11) pour obtenir l'expression de la polarisation selon lesaxes 
art�esiens.Comme on s'y attendait d�es le d�ebut, 
ette polarisation est dirig�ee suivant l'axe ferro�ele
triquedu 
ristal. Le tableau 5.7 r�esume les r�esultats obtenus en LDA et en GGA et 
ompare nos valeursave
 la valeur 
al
ul�ee par Ha�d et al. [43℄ ainsi qu'ave
 des valeurs exp�erimentales obtenues parmesures �ele
triques (renversement de la polarisation) [44℄ et pyro�ele
triques [45℄. On voit quePs (C=m2)exp. [44℄ 0,71exp. [45℄ 0,70
al
. [43℄ 0,77LDA 0,80GGA 0,80Tab. 5.7 { Polarisation spontan�ee dans le LiNbO3.l'a

ord entre nos valeurs et les valeurs exp�erimentales est raisonnable mais pas parfait.N�eanmoins Zhong et al. [46℄ ont obtenu des erreurs 
omparables lorsqu'ils avaient �etudi�e lapolarisation spontan�ee dans des mat�eriaux perovskites.Il est 
lair que d'une part, nos 
al
uls sont a�e
t�es d'erreurs dues aux approximations 
omme
elles utilis�ees pour l'�energie d'�e
hange-
orr�elation.Une autre 
ause peut provenir du fait que notre valeur 
al
ul�ee est une valeur id�ealis�ee quisuppose un 
ristal parfait. Il est 
lair qu'un �e
hantillon r�eel pr�esente toujours des d�efauts 
omme
eux provenant par exemple du "twinning e�e
t" en 
ristallographie. Ces d�efauts introduisentun 
ertain d�esordre dans l'�e
hantillon qui tend �a diminuer sa polarisation. Pour utiliser uneimage simpli��ee, �a 
ause des d�efauts 
ristallins, les dipôles des di��erentes mailles du 
ristal nesont pas toujours parfaitement align�es, 
e qui pourrait expliquer que les valeurs 
al
ul�ees sontplus grandes que les valeurs mesur�ees.5.7 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, nous avons dis
ut�e les 
harges e�e
tives de Born dans les deux phases duLiNbO3. Nous avons vu que les atomes portent des 
harges e�e
tives anormalement �elev�ees,largement sup�erieures �a leur 
harge ionique. Nous avons identi��e l'intera
tion 
ovalente entre lesorbitales atomiques 4d du niobium et 2p de l'oxyg�ene 
omme �etant �a l'origine des 
es 
harges�elev�ees. Dans le 
hapitre suivant, nous allons utiliser 
es r�esultats pour �etudier la dynamique dur�eseau 
ristallin du LiNbO3. 77



Chapitre 6Phonons6.1 Introdu
tionDans le 
hapitre 1, nous avons appliqu�e l'approximation de Born et Oppenheimer pourd�e
oupler le mouvement des �ele
trons du mouvement des noyaux. Nous avons alors montr�e
omment on peut d�e
rire quantiquement le gaz d'�ele
trons en pr�esen
e d'un r�eseau rigide d'ionset, en parti
ulier, nous avons d�emontr�e un formule qui permet de 
al
uler l'�energie totale de 
esyst�eme physique.En r�ealit�e, les noyaux d'un 
ristal ne sont pas immobiles mais e�e
tuent des os
illationsautour de leur position d'�equilibre. Même au z�ero absolu, il existe un mouvement r�esiduel 
a-ra
t�eris�e par une �energie du point de z�ero non nulle. Dans 
e 
hapitre, nous allons montrer
omment on peut d�e
rire 
e mouvement en introduisant la notion de phonon.Nous allons 
ommen
er par montrer 
omment on peut �etudier les modes propres de vibrationd'un 
ristal dans l'approximation harmonique. Ensuite, nous allons dis
uter les phonons au 
entrede la zone de Brillouin dans les deux phases du LiNbO3 et nous allons analyser les m�e
anismesresponsables de la transition de phase que subit 
e mat�eriau.Dans 
ette dis
ussion, nous allons nous servir des r�esultats rapport�es au 
hapitre pr�e
�edent :les 
harges e�e
tives de Born nous permettrons de 
al
uler le splitting LO-TO, la 
onstantedi�ele
trique statique ainsi que la 
ontribution de l'intera
tion dipôle-dipôle aux 
onstantes defor
es interatomiques.6.2 L'�equation dynamiqueSi on d�epla
e un atome de sa position d'�equilibre, l'�energie du 
ristal est modi��ee et l'atomesubit une for
e qui tend �a l'amener vers sa position d'�energie minimale. L'�energie Ee+i, introduitedans la se
tion 1.2 peut don
 être regard�ee 
omme un potentiel pour le mouvement des noyaux.Soit ��a�� le d�epla
ement d'un atome � appartenant �a la maille �el�ementaire a dans la dire
-tion � (voir �gure 6.1). Pour des d�epla
ements atomiques petits, on peut d�evelopper l'�energietotale en s�erie de Taylor autour des positions d'�equilibre des noyauxEe+i(f��g) = Ee+i(0) + 12 Xa;�;� Xb;�0;� �2Ee+i��a���� b�0���a���� b�0� + : : : : (6.1)
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origine

maille élémentaire 
numéro a

atomeκ

τ

a

κ

∆τκ

Fig. 6.1 { Illustration graphique des notations introduites dans le texte. Ra d�esigne la positiond'une maille �el�ementaire dans le 
ristal et �� la position d'un atome dans la maille. L'originepeut être 
hoisie arbitrairement en tout noeud du r�eseau 
ristallin.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons travailler dans l'approximation harmonique qui 
onsiste�a n�egliger tous les termes d'ordre sup�erieur �a deux dans le d�eveloppement en s�erie (6.1).Pour simpli�er les notations, nous allons introduire la matri
e des 
onstantes de for
es in-teratomiques dans l'espa
e dire
tC��;�0�(Ra;Rb) = �2Ee+i��a���� b�0� : (6.2)La sym�etrie de translation du 
ristal nous permet alors d'�e
rire que C ne d�epend que de laposition relative des mailles a et b et pas de leur position absolueC��;�0�(Rb �Ra) = C��;�0�(Ra;Rb): (6.3)La masse des noyaux est approximativement 104 fois plus �elev�ee que la masse des �ele
trons.Par 
ons�equent, les e�ets quantiques ont une in
uen
e moins importante sur leur mouvement etnous allons les traiter dans la suite 
omme des parti
ules 
lassiques. L'�equation de mouvementpour un atome parti
ulier s'�e
rit alorsM��2(��a��)�t2 = ��Ee+i��a�� (6.4)= � Xb;�0;�C��;�0�(Rb �Ra)�� b�0�: (6.5)Pour des stru
tures p�eriodiques, l'�equation (6.5) admet une solution de la forme��a�� = �(m)q (�; �)ei(q�Ra�!m(q)t) (6.6)o�u q est un ve
teur d'onde de la premi�ere zone de Brillouin (voir �gure 3.7 pour le 
as du LiNbO3)et m l'indi
e d'un mode parti
ulier (voir 
i-dessous). Le ve
teur �(m)q s'appelle d�epla
ement79



propre. En inje
tant 
ette relation dans l'�equation (6.5), on obtientM�!2m�(m)q (�; �) =X�0;� �(m)q (�0; �)Xb C��;�0�(Rb �Ra)eiq�(Rb�Ra): (6.7)Introduisons maintenant la matri
e des 
onsantes de for
es interatomiques dans l'espa
er�e
iproque qui est la transform�ee de Fourier de (6.2)~C��;�0�(q) = Xb C��;�0�(Rb �Ra)eiq�(Rb�Ra) (6.8)= Xb C��;�0�(Rb)eiq�Rb : (6.9)(6.10)Pour passer de la relation (6.8) �a la relation (6.9), nous avons utilis�e le fait que l'origine dusyst�eme de 
oordonn�ees pout être 
hoisie arbitrairement en tout noeud R du r�eseau. L'�equationde mouvement devient alorsM�!2m�(m)q (�; �) =X�0;� �(m)q (�0; �) ~C��;�0�(q): (6.11)Divisons les deux membres de (6.11) par pM� et introduisons les grandeurs8><>: 
(m)q (�; �) = pM��(m)q (�; �)~D��;�0�(q) = ~C��;�0�(q)pM�M�0 : (6.12)Ave
 
es notations, la relation (6.11) prend la forme d'une �equation aux valeurs propres pour
haque valeur du ve
teur d'onde q 1X�0;� ~D��;�0�(q)
(m)q (�0; �) = !2m
(m)q (�; �): (6.13)La dimension du syst�eme est �egale �a 3r�3r o�u r est le nombre d'atomes dans la maille primitive.Pour 
haque ve
teur d'onde q, nous avons don
 3r fr�equen
es propres !m(q) et 3r ve
teurspropres 
(m)q (�0; �) (le symbole m d�esigne un mode parti
ulier). Pour 
es derniers, on 
hoisit eng�en�eral la 
onvention de normalisationX�;� (
(m)q (�; �))2 =X�;� M�(�(m)q (�; �))2 = 1: (6.14)Dans la suite de 
e 
hapitre, nous allons utiliser l'expression "phonon" pour d�esigner lesmodes de vibration du 
ristal. Utilis�ee dans 
e 
ontexte, 
ette expression 
onstitue plutôt unabus de langage : un phonon est une onde �elastique quanti��ee. Pour quanti�er les modes devibration d'un 
ristal, il faut utiliser l'approximation harmonique de l'�energie Ee+i(f��g) (6.1)
omme potentiel dans une �equation de S
hr�odinger et appliquer le formalisme de la deuxi�emequanti�
ation [47℄. On d�emontre alors que le solide 
ristallin est �equivalent �a un ensemble d'os-
illateurs harmoniques dont les niveaux d'�energie sont quanti��es. Et en g�en�eral, on utilise le1La matri
e ~D s'appelle la matri
e dynamique 80



terme phonon pour d�esigner le quantum de vibration d'un os
illateur parti
ulier. N�eanmoins,nous allons nous 
ontenter i
i de d�e
rire les modes de vibration du 
ristal au niveau 
lassique etutiliser 
e terme pour faire appel �a un mode parti
ulier.Nous avons utilis�e les te
hniques d�e
rites dans la se
tion 1.9 pour 
al
uler la matri
e dy-namique. Comme les 
al
uls sont tr�es longs et exigeants du point vue num�erique, nous noussommes 
ontent�e de la 
al
uler en q = 0.6.3 Phonons dans la phase ferro�ele
trique du LiNbO3Dans 
ette se
tion, nous allons analyser les phonons dans la phase ferro�ele
trique du niobatede lithium. Comme nous l'avons dit auparavant, nous nous sommes 
ontent�e de 
al
uler lamatri
e dynamique au point � qui est au 
entre de la zone de Brillouin (�gure 3.7).Comme la maille �el�ementaire du LiNbO3 
ontient 10 atomes, la relation de dispersion desphonons poss�ede 30 bran
hes dont 3 bran
hes a

oustiques et 27 bran
hes optiques. Au point�, les modes optiques se groupent suivant les repr�esentations irr�edu
tibles du groupe R3
 en 4modes A1, 5 modes A2 et 9 modes E doublement d�eg�en�er�es (voir [48℄ et appendi
e D). Pouridenti�er les repr�esentations suivant lesquelles se transforment les modes propres obtenus par dia-gonalisation num�erique de la matri
e dynamique, nous avons appliqu�e les op�erations de sym�etriedu groupe R3
 aux ve
teurs propres. En 
omparant les 
ara
t�eres ainsi obtenus aux 
ara
t�eresde la tables D.2, nous avons pu grouper les modes optiques suivant 
es repr�esentations (voirappendi
e C).6.3.1 Modes transversesLes modes A1 et E sont a
tifs dans l'infrarouge et en spe
tros
opie Raman tandis que lesmodes A2 sont silen
ieux. Par 
ons�equent, lors de l'�edude des modes a
tifs, on doit tenir 
omptedes intera
tion dipôle-dipôle �a longue port�ee : un phonon optique longitudinal de grande longeurd'onde g�en�ere un 
hamp �ele
trique ma
ros
opique. Contrairement aux modes longitudinaux, lesmodes transverses ne peuvent pas interagir ave
 
e 
hamp. Ce 
omportement di��erent vis-�a-visdu 
hamp �ele
trique donne lieu �a une lev�ee de d�eg�en�eres
en
e des phonons optiques (a
tifs) aupoint �, 
onnue sous le nom "LO-TO splitting" (voir par exemple [12, page 155℄).Comme dans le 
hapitre pr�e
�edent, nous avons fait tous les 
al
uls en utilisant une grille6 � 6 � 6 de points k, une �energie de 
oupure de 35 hartree et les pseudopotentiels Fritz-Haber d�e
rits dans le 
hapitre 2. Nous avons utilis�e la LDA 
omme approximation de l'�energied'�e
hange-
orr�elation.Le tableau 6.1 donne les fr�equen
es (en 
m�1) des modes transverses A1 que nous avons 
al-
ul�ees dans la phase ferro�ele
trique du LiNbO3. Il 
ompare nos valeurs aux valeurs exp�erimentalesmesur�ees par e�et Raman ainsi qu'aux valeurs 
al
ul�ees par Ca
iu
 et al. [49℄ et Parlinski et al.[34℄. Le tableau 6.2 r�esume les fr�equen
es des modes A2. Les valeurs exp�erimentales auxquellesnous 
omparons les r�esultats 
al
ul�es proviennent des mesures faites par di�usion in�elastique deneutrons [52℄ puisque, 
omme nous l'avons dit plus haut, 
es modes ne peuvent pas être d�ete
t�esen spe
tros
opie Raman ou infrarouge. L'analyse de 
es deux tableaux montre, que nous repro-duisons relativement bien les valeurs d�etermin�ees exp�erimentalement. Les �e
arts par rapport auxvaleurs exp�erimentales sont du même ordre de grandeur que les �e
arts 
hez Parlinski et Ca
iu
.L'analyse des modes E est plus diÆ
ile. Dans la litt�erature, on identi�e 
es modes souventdi��eremment. Ce
i provient du fait que les propri�et�es physiques du LiNbO3 d�ependent fortement81




al
. exp.pr�esent [49℄ [34℄ [50℄ [51℄ [48℄252 208 239 252 251 252295 279 320 275 273 276357 344 381 332 331 333602 583 607 632 631 634Tab. 6.1 { Fr�equen
es propres (en 
m�1) des modes A1 dans la phase ferro�ele
trique du LiNbO3.
al
. exp.pr�esent [49℄ [34℄ [52℄217 153 220 224300 287 321 314412 417 432456 439 462 455876 883 893Tab. 6.2 { Fr�equen
es propres (en 
m�1) des modes A2 dans la phase ferro�ele
trique du LiNbO3.des d�efauts intrins�eques et extrins�eques dans les 
ristaux. En parti
ulier, la spe
tros
opie Ramanest tr�es sensible �a la stoe
hiom�etrie des �e
hantillons [53℄. Des petites variations de 
elle-
i peuventmodi�er les fr�equen
es mesur�ees et même faire apparâ�tre de nouvelles raies sur les spe
tres.Ainsi, on n'a pas en
ore pu identi�er sans ambiguit�e tous les modes E du LiNbO3.La plupart des auteurs rapportent les sept modes �a 152, 237, 265, 322, 368, 431 et 580 
m�1que nous pouvons identi�er aux modes 
al
ul�es �a 156, 218, 260, 337, 381, 431 et 564 
m�1.Ridah et al. [54℄ ainsi que Repelin et al. [53℄ proposent que les deux modes manquants ont unefr�equen
e de 180 et 610 
m�1. Kaminow et al. [55℄ rapportent des modes �a 92 et 630 
m�1 etClaus et al. [56℄ �a 668 et 743 
m�1. Barker et al. [48℄ par 
ontre ont plutôt tendan
e �a identi�erles modes �a 180 et 610 
m�1 �a des phonons mixtes ayant leur ve
teur d'onde �a 450 de l'axe Ozet le mode �a 670 
m�1 
omme r�esultant d'un pro
essus �a deux phonons (
ombination band).Yang et al. [57℄ rapportent un mode �a 530 
m�1 et asso
ient les modes �a 741 et 667 
m�1 �a despro
essus �a deux phonons.Toutes 
es valeurs, ainsi que les r�esultats de Ca
iu
 et al. [49℄ et Parlinski et al. [34℄ sontr�esum�es dans le tableau 6.3.A premi�ere vue, nos valeurs sont assez pro
hes des valeurs exp�erimentales, même si l'identi�-
ation des modes n'est pas triviale. Nos r�esultats sont, en g�en�eral, plus grands que les fr�equen
es
al
ul�ees par Ca
iu
 et plus petits que 
eux de Parlinski. On remarque que l'a

ord ave
 Parlinskiest meilleur qu'ave
 Ca
iu
 qui, lui, aurait attribu�e les valeurs di��eremment. Il aurait identi��ele deuxi�eme mode �a la fr�equen
e de 177 
m�1. Mais 
omme Parlinski ne trouve pas 
e mode nonplus, nous avons plutôt tendan
e �a identi�er le deuxi�eme mode �a la fr�equen
e de 238 
m�1. Enplus, en examinant les tableaux 6.1 et 6.2, on voit que Ca
iu
 sous-estime souvent les valeursexp�erimentales (premier et quatri�eme mode A1, premier et deuxi�eme mode A2). Il ne seraitdon
 pas surprenant si 
'�etait �egalement le 
as i
i. Dans la se
tion 6.3.3, nous allons donner unejusti�
ation suppl�ementaire de 
e 
hoix. 82




al
. exp.pr�esent [49℄ [34℄ [54℄ [53℄ [55℄ [56℄ [48℄ [57℄92156 151 157 153 155 152 155 152 152 152177 180218 167 214 238 238 238 238 236 238 236260 236 269 264 265 262 265 265 264 263337 307 349 322 325 322 325 322 321 322381 334 419 369 371 368 371 363 367 370392 352 423431 432 446 432 431 436 431 431 434 431530564 526 605 580 582 582 582 586 579 578610 610 630652 617 690 668 670743Tab. 6.3 { Fr�equen
es propres (en 
m�1) des modes E dans la phase ferro�ele
trique du LiNbO3.En regardant le tableau 6.3, on voit que nous n'avons pas asso
i�e de valeur exp�erimentaleau mode �a 392 
m�1. Nous supposons en fait qu'on n'est pas en
ore parvenu �a observer 
emode exp�erimentalement. Dans la se
tion 6.3.2, nous allons montrer qu'il ne poss�ede qu'une
harge de mode tr�es faible, 10 �a 100 fois plus petite que les autres modes. Il n'interagit don
 quetr�es faiblement ave
 le 
hamp �ele
trique 
e qui le rend diÆ
ilement observable en spe
tros
opieinfrarouge.Il reste le mode �a 652 
m�1. Exp�erimentalement, il semble que le mode E le plus haut en�energie poss�ede une fr�equen
e de 610 
m�1 
e qui serait en a

ord ave
 le r�esultat de Ca
iu
.Notre r�esultat, ainsi que la valeur obtenue par Parlinski sont plutôt pro
hes de la valeur �a 668
m�1. N�eanmoins, la plupart des exp�erimentateurs ont tendan
e �a ex
lure l'existen
e d'un modede phonons �a 
ette fr�equen
e 
e qui serait en faveur des 610 
m�1. Un tel d�esa

ord entre notrevaleur et la valeur exp�erimentale serait �etonnant. En g�en�eral, les erreurs sont plus petites que 30
m�1. Ridah et al. ont mesur�e que la fr�equen
e du mode longitudinal qui 
orrespond au mode Etransverse �a 610 
m�1 vaut 625 
m�1. Dans la se
tion 6.3.3, nous allons montrer que la fr�equen
edu mode longitudinal que nous avons 
al
ul�ee est l�eg�erement inf�erieure �a la fr�equen
e du modetransverse. Ce 
omportement a �et�e observ�e par Barker et al. 2 pour le mode �a 670 
m�1. Pour
es raisons, nous identi�ons le mode 
al
ul�e �a 652 
m�1 �a la fr�equen
e de 670 
m�1, malgr�e lefait que l'origine de 
ette derni�ere n'est pas 
ertaine.2Barker et al. pensent que la raie �a 670 
m�1 qu'ils ont observ�ee sur leur spe
tre infrarouge est due �a unpro
essus �a deux phonons. Ils justi�ent 
ette attitude par le fait qu'ils n'ont pas observ�e 
ette raie sur leur spe
treRaman. Ils ont e�e
tu�e d'autres tests pour v�eri�er 
ette hypoth�ese. Mais 
es tests ne leur ont pas permis der�ev�eler ave
 
ertitude l'origine de 
ette raie. En plus, d'autres auteurs l'ont observ�ee sur des spe
tres Raman [56℄.
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6.3.2 Charges e�e
tives de modeA partir des 
harges e�e
tives de Born (tableaux 5.2 et 5.3), et des ve
teurs propres desphonons transverses, on peut 
al
uler les 
harges e�e
tives de mode Z�m;� . Z�m est un ve
teur quidonne la variation de la polarisation, induite par le d�epla
ement atomique asso
i�e au mode devibration. Les 
harges de mode permettent de 
ara
t�eriser l'intensit�e de l'intera
tion d'un modede phonon ave
 un 
hamp �ele
trique et d�eterminent ainsi l'amplitude du splitting LO-TO et la
ontribution d'un mode parti
ulier �a la 
onstante di�ele
trique statique du 
ristal. En parti
ulier,ils d�eterminent la visibilit�e d'un mode de phonon en spe
tros
opie infrarouge.Les 
omposantes de Z�m sont d�e�nies par la relation (voir [19℄)Z�m;� = P�;� Z��;���(m)q=0(�; �)qP�;�[�(m)q=0(�; �)℄2 : (6.15)Les tableaux 6.4 et 6.5 donnent les 
harges des modes A1 et E. Dans la premi�ere 
olonne, nousrappelons 
haque fois les fr�equen
es de phonon (en 
m�1) et la derni�ere 
olonne donne le moduledu ve
teur Z�m. Pour les modes A2, Z�m vaut z�ero par sym�etrie.fr�equen
e x y z module252 0 0 6,809 6,809295 0 0 0,448 0,448357 0 0 1,248 1,248602 0 0 6,561 6,561Tab. 6.4 { Charges e�e
tives de mode (en unit�es atomiques) des modes A1.fr�equen
e x y z module156 -0,498 4,727 0 4,753218 0,864 -1,418 0 1,661260 -3,390 0,865 0 3,499337 -2,109 1,088 0 2,373381 -2,126 1,628 0 2,677392 0,043 0,052 0 0,067431 -0,427 -0,622 0 0,755564 2,408 5,855 0 6,331652 0,806 0,753 0 1,103Tab. 6.5 { Charges e�e
tives de mode (en unit�es atomiques) des modes E.On voit que la polarisation induite par les modes A1 est dirig�ee suivant l'axe Oz uniquementtandis que 
elle des modes E est dans le plan xy. La plupart des modes poss�edent une 
hargerelativement �elev�ee. Dans la se
tion 6.3.3, nous verrons que l'intera
tion dipôle-dipôle qui enr�esulte provoque un splitting LO-TO important qui ne se limite pas �a une lev�ee de d�eg�en�eres
en
edes phonons optiques au point �. Elle provoque en plus une forte intera
tion entre les modesqui fait en sorte qu'on ne peut pas toujours asso
ier un mode transverse parti
ulier �a 
haquemode longitudinal. 84



Le mode �a 392 
m�1 forme une ex
eption. Il porte une 
harge qui est 100 fois plus petite quela valeur la plus �elev�ee, qui est même de l'ordre de grandeur de la pr�e
ision num�erique de nos
al
uls. Ce mode n'interagit par 
ons�equent que tr�es faiblement ave
 un 
hamp �ele
trique 
e quile rend diÆ
ile �a d�ete
ter en spe
tros
opie infrarouge. Ce
i pourrait expliquer que nous avonsobtenu une fr�equen
e propre de phonon qu'on n'a pas en
ore mesur�ee exp�erimentalement par
ette te
hnique. Malheureusement, 
et argument ne nous permet pas de justi�er, pourquoi onn'a pas en
ore observ�e 
e mode en spe
tros
opie Raman ou par di�usion in�elastique de neutrons.6.3.3 Modes longitudinauxComme nous l'avons dit plus haut, l'intera
tion dipôle-dipôle l�eve la d�eg�en�eres
en
e desmodes optiques (a
tifs) transverses et longitudinaux au point �. Ce splitting peut être 
al
ul�e �apartir des 
harges e�e
tives de Born et du tenseur di�ele
trique optique (voir se
tion 6.6) 
ommeil est d�e
rit dans la r�ef�eren
e [12, page 155℄.Le tableau 6.6 donne les fr�equen
es des modes A1, longitudinaux et 
ompare nos r�esultatsaux valeurs estim�ees par Parlinski et al. [34℄ ainsi qu'aux fr�equen
es d�etermin�ees par spe
tro-s
opie infrarouge [48℄ et par spe
tros
opie Raman [56, 57℄. Comme nous l'avons dit dans lase
tion pr�e
�edente, les modes A1 sont polaris�es suivant l'axe Oz. Le ve
teur d'onde de 
es modeslongitudinaux est par 
ons�equent dirig�e suivant 
et axe. Les �e
arts par rapport aux valeurs
al
. exp.pr�esent [34℄ [48℄ [56℄ [57℄295 309 273 275 273350 381 306 333 332411 548 423 436 436845 831 869 876 873Tab. 6.6 { Fr�equen
es propres (en 
m�1) des modes A1 longitudinaux dans la phaseferro�ele
trique du LiNbO3.exp�erimentales sont du même ordre de grandeur que pour les modes transverses, sauf pourle premier mode, o�u l'a

ord est maintenant moins bon. Nos valeurs reproduisent l'exp�erien
emieux que 
elles de Parlinski, 
e qui est 
ompr�ehensible puisqu'il n'avait a

�es ni aux 
hargese�e
tives de Born, ni au tenseur di�ele
trique optique. Il �etait don
 oblig�e d'estimer 
es grandeurs.Pour voir la 
orr�elation entre les modes transverses et longitudinaux, on peut 
al
uler lamatri
e de r�e
ouvrement h�(m)LO jM j�(n)TOi =X�;� �(m)LO (�; �)M��(n)TO(�; �) (6.16)o�u �(m)LO et �(n)TO sont les d�epla
ements propres (voir relation (6.6)) des modes longitudinaux op-tiques (LO) et transverses optiques (TO). Ces d�epla
ements propres ne sont pas n�e
essairement�egaux. Le 
al
ul des �el�ements de matri
e h�(m)LO jM j�(n)TOi nous permet alors de trouver le mode TOdont le d�epla
ement propre est le plus pro
he d'un mode LO parti
ulier. Le tableau 6.7 donne
es �el�ements de matri
e pour les modes A1 de la phase ferro�ele
trique du LiNbO3. Nous avonsrappel�e les fr�equen
es propres des di��erents modes (en 
m�1) entre paranth�eses et la 
harge demode entre 
ro
hets. Pour identi�er plus fa
ilement le mode TO qui 
ontribue le plus �a un mode85



TO1 TO2 TO3 TO4[6,809℄ [0,448℄ [1,248℄ [6,561℄(252) (295) (357) (602)LO1 (295) 0,136 -0,990 -0,016 -0,012LO2 (350) -0,400 -0,071 0,908 0,103LO3 (411) -0,786 -0,107 -0,406 0,454LO4 (845) 0,452 0,050 0,102 0,885Tab. 6.7 { Matri
e de re
ouvrement entre les modes A1 LO et TO de la phase ferro�ele
triquedu LiNbO3. Les valeurs entre paranth�eses repr�esentent les fr�equen
es (en 
m�1) des di��erentsmodes et les valeurs entre 
ro
hets leur 
harge de mode.LO parti
ulier, nous avons not�e les �el�ements de matri
e les plus grands en gras.En examinant le tableau 6.7, on voit que le mode TO1 �a 252 
m�1 
ontribue le plus au modeLO3 �a 411 
m�1. L'intera
tion dipôle-dipôle provoque don
 un splitting LO-TO important pour
e mode 
e qui est en a

ord ave
 le fait qu'il porte une 
harge �elev�ee 
omme nous l'avonsrapport�e dans la se
tion pr�e
�edente. Il est interessant de noter que le mode TO1 ne 
ontribuepas uniquement au mode LO3, mais �egalement aux modes LO2 et LO4. On ne peut don
 pasparler d'une 
orrespondan
e un �a un entre modes LO et TO. Le mode TO2 forme une ex
eption.A 
ause de sa 
harge tr�es faible, il est peu sensible �a l'intera
tion dipôle-dipôle 
e qui fait qu'ilne 
ontribue qu'au mode LO1 de même fr�equen
e. Ces deux ph�enom�enes, splitting important etm�elange entre modes, ont d�ej�a �et�e observ�es dans d'autres mat�eriaux ABO3 
omme par exemplele KNbO3 [42℄. Dans la se
tion 6.4.2, nous verrons que 
es e�ets sont en
ore plus pronon
�es dansla phase para�ele
trique du LiNbO3.Les modes E sont polaris�es dans le plan orthogonal �a l'axe Oz. Par 
ons�equent, les modeslongitudinaux ont leur ve
teur d'onde dans 
e plan. Comme pour les modes transverses, l'iden-ti�
ation des modes E longitudinaux est assez diÆ
ile. Le tableau 6.8 
ompare nos valeurs, ainsique les valeurs estim�ees par Parlinski et al. [34℄ aux valeurs exp�erimentales, d�etermin�ees parspe
tros
opie infrarouge [48℄ et par spe
tros
opie Raman [56, 57, 54℄. A nouveau, l'a

ord ave
les valeurs exp�erimentales semble tr�es bon, mais l'identi�
ation des modes n'est pas imm�ediate.Le tableau 6.9 donne la matri
e de re
ouvrement entre modes E TO et LO. Comme pourles modes A1, l'intera
tion dipôle-dipôle provoque une lev�ee de d�eg�en�eres
en
e des modes trans-verses et longitudinaux. A nouveau, on observe un m�elange important entre les modes qui faitqu'il n'y a pas de 
orrespondan
e un �a un entre modes LO et TO.Vu sa 
harge �elev�ee, le mode transverse �a 564 
m�1 fait apparâ�tre un mode longtudi-nal �a 850 
m�1. Le mode �a 652 
m�1 diminue l�eg�erement en fr�equen
e 
e qui a �et�e observ�eexp�erimentalement par Barker et al. [48℄ pour la raie spe
trale �a 670 
m�1 (LO : 670 
m�1 !TO : 660 
m�1). Ridah et al. [54℄ par 
ontre ont observ�e une augmentation en fr�equen
e de laraie spe
trale qu'ils identi�ent au mode TO le plus haut en �energie (LO : 610 
m�1 ! TO :625 
m�1). Comme nous reproduisons plutôt le 
omportement observ�e par Barker et al., nousidenti�ons le mode 
al
ul�e �a 649 
m�1 �a la raie spe
trale mesur�ee �a 660 
m�1.Parmi les 9 modes E, LO et TO, que nous avons 
al
ul�e, Barker et al. en ont mesur�e 8par spe
tros
opie infrarouge. Le neuvi�eme mode (392 
m�1) est absent sur leur spe
tre 
e quipeut s'expliquer par le fait qu'il ne porte qu'une 
harge tr�es faible. Nos r�esultats sont don
parfaitement en a

ord ave
 l'exp�erien
e de Barker et al.86




al
. exp.pr�esent [34℄ [48℄ [56℄ [57℄ [54℄186198 204 198 198 194 195226 216 238 243 240 240298 316 296 295 295 299353 372 342 345371 370392 422428 445 418 428 425 424452 570 450 454 460 456530 625649 677 660 668739850 856 878 880 878 878Tab. 6.8 { Fr�equen
es propres (en 
m�1) des modes E longitudinaux dans la phase ferro�ele
triquedu LiNbO3.
TO1 TO2 TO3 TO4 TO5 TO6 TO7 TO8 TO9[4,753℄ [1,661℄ [3,499℄ [2,373℄ [2,677℄ [0,067℄ [0,755℄ [6,331℄ [1,103℄(156) (218) (260) (337) (381) (392) (431) (564) (652)LO1 (198) 0,795 0,480 0,338 0,098 0,097 0,002 0,014 0,063 0,008LO2 (226) 0,316 0,849 0,407 0,082 0,077 0,002 0,011 0,046 0,005LO3 (298) 0,302 0,159 0,736 0,484 0,301 0,006 0,035 0,125 0,014LO4 (353) 0,135 0,059 0,192 0,779 0,568 0,010 0,039 0,103 0,011LO5 (392) 0,002 0,001 0,002 0,004 0,024 1,000 0,001 0,002 0,000LO6 (428) 0,092 0,036 0,102 0,129 0,328 0,010 0,911 0,160 0,015LO7 (452) 0,229 0,088 0,243 0,279 0,597 0,017 0,402 0,532 0,046LO8 (649) 0,031 0,011 0,028 0,024 0,038 0,001 0,009 0,175 0,983LO9 (850) 0,311 0,108 0,268 0,219 0,325 0,008 0,072 0,793 0,179Tab. 6.9 { Matri
e de re
ouvrement entre les modes E LO et TO de la phase ferro�ele
triquedu LiNbO3. Les valeurs entre paranth�eses repr�esentent les fr�equen
es (en 
m�1) des di��erentsmodes et les valeurs entre 
ro
hets leur 
harge.
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Jusqu'�a pr�esent, nous n'avons regard�e que les modes ayant leur ve
teur d'onde parall�ele ouperpendi
ulaire �a l'axe Oz, dans la limite des grandes longueurs d'ondes. Regardons maintenant
e qui se passe quand on prend la limite pour q tendant vers z�ero selon une dire
tion formantun angle de 450 ave
 l'axe Oz (
'est-�a-dire suivant la dire
tion (0,1,1)). Dans 
e 
as, l'intera
tiondipôle-dipôle tansforme le mode E, transverse optique, �a 156 
m�1 en un mode �a 178 
m�1 quin'est ni purement transverse, ni purement longitudinal. Sa 
harge de mode vaut� 0 2; 834 �2; 225 � : (6.17)Ridah et al. [54℄ ainsi que Repelin et al. [53℄ ont mesur�e une raie spe
trale �a 180 
m�1 qu'ilsidenti�ent �a un mode E, transverse optique. Barker et al. [48℄ ont tendan
e �a identi�er 
e mode�a un phonon mixte, dont le ve
teur d'onde forme un angle de 450 ave
 l'axe Oz. Et d'apr�es lesspe
tres rapport�es par Ridah et Repelin, 
e mode doit e�e
tivement avoir son ve
teur d'ondesuivant 
ette dire
tion. Le mode que nous trouvons �a 178 
m�1, en prenant la limite pour qtendant vers z�ero suivant 
ette dire
tion, est tr�es pro
he d'un mode transverse 3. Ce
i pourrait�eventuellement expliquer que Ridah et Repelin ont mesur�e une raie spe
trale �a 180 
m�1 quenous n'avons pas rapport�e dans la se
tion 6.3.1.6.4 Phonons dans la phase para�ele
trique du LiNbO36.4.1 Modes transversesLa phase para�ele
trique du LiNbO3 appartient au groupe d'espa
e R3
. Au point �, lesphonons optiques se groupent suivant les repr�esentations irr�edu
tibles de R3
 en 1 mode A1g, 3modes A2g, 4 modes Eg, 2 modes A1u, 3 modes A2u et 5 modes Eu. Les modes A2u et Eu sonta
tifs dans l'infrarouge tandis que les modes A1g et Eg le sont en Raman.Dans 
ette se
tion, nous allons analyser le phonons optiques transverses dans la phasepara�ele
trique du LiNbO3. Cette �etude est importante pour 
omprendre l'origine de la transitionde phase dans 
e mat�eriau. Malheureusement, nous n'avons pas trouv�e de mesures exp�erimentalesauxquelles nous aurions pu 
omparer nos r�esultats.Le tableau 6.10 r�esume les fr�equen
es des modes transverses A2u et Eu (en 
m�1) ainsi queles 
harges de mode que nous avons 
al
ul�ees et 
ompare nos fr�equen
es propres aux r�esultatsde Parlinski et al. [34℄. On voit que l'a

ord entre nos r�esultats et 
eux de Parlinski est moinsbon que dans la phase para�ele
trique. Notre 
al
ul pr�edit notamment l'existen
e d'un mode Euinstable, qui n'est pas pr�esent 
hez Parlinski. Mais on voit que 
e mode porte une 
harge �enorme,largement sup�erieure �a la 
harge des autres modes. Dans la se
tion 6.7, nous allons analyser lesdi��erentes 
ontributions (
ourte port�ee, dipôle-dipôle) aux for
es interatomiques. Nous allonsvoir qu'�a 
ause de 
ette 
harge �enorme, 
e mode est fortement d�estabilis�e par l'intera
tiondipôle-dipôle 
e qui nous permettra de justi�er 
e r�esultat par rapport �a Parlinski.Le tableau 6.11 r�esume les fr�equen
es propres des modes A1g, A1u, A2g et Eg pour lesquelsla 
harge de mode vaut z�ero par sym�etrie. A nouveau, l'a

ord entre nos valeurs et 
elles deParlinski est moins bon que dans la phase ferro�ele
trique. En plus, les valeurs de Parlinsiki sonten g�en�eral plus grandes que les nôtres. Ce
i pourrait s'expliquer par une forte anharmoni
it�edu potentiel dans la phase para�ele
trique : nous avons vu dans la se
tion 1.9 que la th�eorie3Il suÆt de prendre le produit s
alaire de la 
harge de mode ave
 le ve
teur d'onde. Comme 
elui-
i est dirig�esuivant la dire
tion (0,1,1), 
e produit s
alaire est assez pro
he de z�ero.88



fr�equen
e 
harge de modepr�esent [34℄ x y z moduleA2u 199i 227i 0 0 -6,711 6,71198 116 0 0 4,253 4,253462 520 0 0 6,786 6,786Eu 72i 77 9,409 -3,150 0 9,923162 152 0,529 0,490 0 0,768389 411 1,779 5,146 0 5,444430 539 -2,500 -2,193 0 3,325519 614 -4,744 -1,460 0 4,936Tab. 6.10 { Fr�equen
es propres (en 
m�1) et 
harges de mode (en unit�es atomiques) des modesA2u et Eu dans la phase para�ele
trique du LiNbO3.
fr�equen
epr�esent [34℄A1g 391 415A1u 268 294425 481A2g 110i 151i396 393871 912Eg 176 162412 433472 617572 644Tab. 6.11 { Fr�equen
es propres (en 
m�1) des modes A1g, A1u, A2g et Eg dans la phasepara�ele
trique du LiNbO3.
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de la r�eponse lin�eaire, que nous avons utilis�ee pour 
al
uler la fr�equen
e des phonons, permetde 
al
uler des d�eriv�ees se
ondes de l'�energie par rapport �a des d�epla
ements atomiques. Dansl'approximation harmonique, 
es d�eriv�ees se
ondes 
onstituent alors les �el�ements de la matri
edynamique. Parlinski a utilis�e une autre m�ethode, 
onnue sous le nom "frozen phonons". Cettete
hnique 
onsiste �a d�epla
er les atomes de leur position d'�equilibre et �a utiliser le th�eor�eme deHellmann-Feynman pour 
al
uler les for
es interatomiques induites par 
es d�epla
ements. Cesfor
es sont alors utilis�ees pour 
onstruire la matri
e dynamique.Cette te
hnique est assez sensible aux anharmoni
it�es de l'�energie totale Ee+i : sur la �gure6.2, nous avons repr�esent�e s
h�ematiquement l'�energie Ee+i (trait 
ontinu) et la fon
tion qu'onobtient en ne gardant que les termes d'ordre 2 dans le d�eveloppement en s�erie (6.1) (traitdis
ontinu) en fon
tion des d�epla
ements atomiques �� . En 
al
ulant les for
es interatomiquespour un d�epla
ement atomique �� donn�e, Parlinski d�etermine la tangente �a la 
ourbe 
ontinueen 
e point. Mais �a 
ause des anharmoni
it�es la pente de 
ette droite est di��erente (plus grandedans le 
as de la �gure 6.2) que la pente de la droite tangente au potentiel harmonique en 
epoint. Dans le 
as de la �gure 6.2, 
ette m�ethode a don
 tendan
e �a surestimer la 
ourbure dela fon
tion Ee+i(��) en �� = 0 et par 
ons�equent la fr�equen
e des phonons. La m�ethode quenous avons utilis�ee, par 
ontre, ne 
onsid�ere que les 
ontributions harmoniques au potentiel.

∆τ

E
e+

i(∆
τ)

Fig. 6.2 { Repr�esentation s
h�ematique de l'�energie Ee+i (
ourbe 
ontinue) et du potentiel qu'onobtient dans l'approximation harmonique (
ourbe en trait dis
ontinu).En regardant les tableaux 6.10 et 6.11, on voit que la phase para�ele
trique du niobate delithium poss�ede trois modes instables (fr�equen
es imaginaires). La �gure 6.3 montre s
h�ematique-ment la variation de l'�energie Ee+i(��) en fon
tion du d�epla
ement atomique pour un modestable (trait 
ontinu) et pour un mode instable (trait dis
ontinu). Pour le mode instable, la
ourbure de Ee+i(��) en �� = 0 est n�egative. Cette 
ourbure est proportionelle �a !2. Lafr�equen
e de 
e mode, !, est par 
ons�equent un nombre imaginaire et le point �� = 0 est un pointd'�equilibre instable. Lors de la transition de la phase para�ele
trique vers la phase ferro�ele
trique,les atomes vont o

uper des positions qui 
orrespondent �a un minimum du double puit.Le mode A2u �a 199i 
m�1 est responsable de la transition de phase. Soit u�� le ve
teurqui repr�esente les d�epla
ements atomiques lors de la transition de phase, 
al
ul�e lors des opti-misations stru
turales (
hapitre 3). � d�esigne 
omme d'habitude un atome parti
ulier et � ladire
tion du d�epla
ement. Pour 
e ve
teur, nous 
hoissisons la même 
onvention de normalisation90
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Fig. 6.3 { Repr�esentation s
h�ematique de la variation de l'�energie Ee+i(��) pour desd�epla
ements atomiques asso
i�es �a un mode stable (trait 
ontinu) et un mode instable (traitdis
ontinu).que pour les d�epla
ements propres des phonons (6.14)X�;�(u��)2M� = 1: (6.18)Le re
ouvrement de 
e ve
teur ave
 le d�epla
ement propre du mode instable �a 199i 
m�1,hujM j�TOi, vaut alors 99%.La transition de phase s'a

ompagne d'un gain d'�energie par maille �el�ementaire de 0,3 eV.Cette �energie donne l'ordre de grandeur de la profondeur du double puit de la �gure 6.3.6.4.2 Modes longitudinauxLes tableaux 6.12 et 6.13 donnent les fr�equen
es des modes longitudinaux A2u et Eu (en
m�1) ainsi que les matri
es de re
ouvrement entre modes transverses et longitudinaux.TO1 TO2 TO3[6,711℄ [4,253℄ [6,786℄(199i) (97) (461)LO1 (83i) -0,626 -0,776 -0,078LO2 (334) 0,537 0,502 0,678LO3 (827) 0,565 0,382 0,731Tab. 6.12 { Matri
e de re
ouvrement entre les modes A2u LO et TO de la phase para�ele
triquedu LiNbO3. Les valeurs entre paranth�eses repr�esentent les fr�equen
es (en 
m�1) des di��erentsmodes et les valeurs entre 
ro
hets leur 
harge de mode.Comme dans la phase ferro�ele
trique, le ve
teur d'onde des modes A2u longitudinaux estparall�ele �a l'axe z tandis que le ve
teur d'onde des modes Eu est dans le plan orthogonal. L'inter-a
tion dipôle-dipôle provoque �a nouveau une forte lev�ee de d�eg�en�er�es
en
e des phonons optiquesau point �. L'intera
tion entre les modes est plus importante que dans la phase ferro�ele
trique.91



TO1 TO2 TO3 TO4 TO5[9,9232℄ [0,768℄ [5,444℄ [3,325℄ [4,963℄(72i) (162) (389) (430) (519)LO1 (161) 0,154 0,988 0,020 0,019 0,013LO2 (268) 0,803 0,143 0,410 0,352 0,208LO3 (405) 0,113 0,015 0,792 0,587 0,121LO4 (483) 0,173 0,021 0,265 0,551 0,772LO5 (834) 0,538 0,059 0,366 0,477 0,588Tab. 6.13 { Matri
e de re
ouvrement entre les modes Eu LO et TO de la phase para�ele
triquedu LiNbO3. Les valeurs entre paranth�eses repr�esentent les fr�equen
es (en 
m�1) des di��erentsmodes et les valeurs entre 
ro
hets leur 
harge de mode.Ainsi, les trois modes A2u transverses 
ontribuent de mani�ere �equivalente aux trois modes A2ulongitudinaux.6.5 Relation entre les modes de vibration dans les deux phasesJusqu'�a pr�esent, nous n'avons regard�e que la 
orr�elation entre modes transverses et longitudi-naux d'une seule phase. Dans 
ette se
tion, nous allons analyser le lien qui existe entre les modestransverses optiques des deux phases. Comme dans l'analyse des modes d'une seule phase, 
elien est donn�e par les matri
es de re
ouvrement h�ferroTO jM j�paraTO i entre les d�epla
ements propresdes modes transverses optiques de la phase ferro�ele
trique et para�ele
trique.Le tableau 6.14 donne la 
orrespondan
e entre les repr�esentations irr�edu
tibles des groupesR3
 et R3
. Lors de la transition de phase, les modes A2u et A1g de la phase para�ele
triqueR3
 A1g A2g Eg A1u A2u EuR3
 A1 A2 E A2 A1 ETab. 6.14 { Lien entre les repr�esentations irr�edu
tibles des groupes d'espa
e de la phasepara�ele
trique et ferro�ele
trique.se transforment en les modes A1 de la phase ferro�ele
trique. De même, les modes A2g et A1udeviennent les modes A2 et modes Eg et Eu se transforment en modes E.Les tableaux 6.15, 6.16 et 6.17 donnent les matri
es de re
ouvrement entre les modes trans-verses optiques des deux phases.On voit que les d�epla
ements propres sont tr�es semblables dans les deux phases. Dans laplupart des 
as, il est possible d'asso
ier un mode parti
ulier de la phase para�ele
trique ave
un mode de la phase ferro�ele
trique. On voit notamment que les deux modes A1 de la phaseferro�ele
trique �a 252 et 295 
m�1 
ontribuent le plus aux modes A2u �a 199i et 98 
m�1. Ce
i esten a

ord ave
 les r�esultats de Ridah et al. [50℄ qui ont observ�e une diminution importante dela fr�equen
e de 
es deux modes A1 quand la temp�erature augmente.Le mode E �a 156 
m�1 
ontribue fortement au mode instable Eu �a 72i 
m�1. Barker et al.[48℄ ont �etudi�e la variation de la fr�equen
e de 
e mode E en fon
tion de la temp�erature. Ils ontobserv�e qu'elle diminue quand la temp�erature augmente, même si l'e�et est moins pronon
�e que92



A1 A1 A1 A1(252) (295) (357) (602)[6,809℄ [0,448℄ [1,248℄ [6,561℄A2u (199i) [6,711℄ 0,842 0,515 0,054 0,150A2u (98) [4,253℄ 0,488 0,851 0,036 0,192A1g (391) 0,037 0,081 0,957 0,276A2u (462) [6,786℄ 0,226 0,068 0,283 0,930Tab. 6.15 { Matri
e de re
ouvrement entre les modes A2u et A1g de la phase para�ele
trique(
olonnes) et A1 de la phase ferro�ele
trique (lignes). Les valeurs entre paranth�eses d�esignent lesfr�equen
es (en 
m�1) des di��erents modes et les valeurs entre 
ro
hets leur 
harge de mode (enunit�es atomiques). A2 A2 A2 A2 A2(217) (300) (412) (456) (876)A2g (110i) 0,580 0,741 0,199 0,273 0,003A1u (268) 0,787 0,558 0,112 0,236 0,035A2g (396) 0,128 0,260 0,509 0,809 0,051A1u (425) 0,169 0,256 0,824 0,454 0,144A2g (871) 0,008 0,073 0,097 0,099 0,988Tab. 6.16 { Matri
e de re
ouvrement entre les modes A2g et A1u de la phase para�ele
trique(
olonnes) et A2 de la phase ferro�ele
trique (lignes). Les valeurs entre paranth�eses d�esignent lesfr�equen
es (en 
m�1) des di��erents modes.E E E E E E E E E(156) (218) (260) (337) (381) (392) (432) (564) (652)[4,753℄ [1,661℄ [3,499℄ [2,373℄ [2,677℄ [0,067℄ [0,755℄ [6,331℄ [1,103℄Eu (72i) 0,699 0,510 0,429 0,129 0,036 0,069 0,097 0,191 0,002Eu (162) 0,211 0,731 0,570 0,286 0,079 0,057 0,010 0,052 0,029Eg (176) 0,659 0,357 0,649 0,082 0,043 0,014 0,055 0,071 0,040Eu (389) 0,132 0,216 0,078 0,750 0,079 0,408 0,034 0,224 0,378Eg (412) 0,080 0,088 0,177 0,461 0,081 0,593 0,536 0,295 0,093Eu (430) 0,016 0,022 0,080 0,057 0,962 0,220 0,008 0,116 0,057Eg (472) 0,095 0,095 0,006 0,187 0,166 0,596 0,691 0,293 0,019Eu (519) 0,023 0,049 0,154 0,073 0,094 0,074 0,439 0,844 0,221Eg (572) 0,017 0,109 0,048 0,275 0,129 0,254 0,168 0,083 0,891Tab. 6.17 { Matri
e de re
ouvrement entre les modes Eg et Eu de la phase para�ele
trique(
olonnes) et E de la phase ferro�ele
trique (lignes). Les valeurs entre paranth�eses d�esignent lesfr�equen
es (en 
m�1) des di��erents modes. 93



pour les deux modes A2u dis
ut�es 
i-dessus. Et ils n'ex
luent pas que 
e mode puisse devenirinstable �a la temp�erature de transition. Dans la se
tion 6.4.1, nous avons 
ompar�e les fr�equen
esdes phonons transverses que nous avons 
al
ul�es dans la phase para�ele
trique aux r�esultats deParlinski et al. [34℄ et nous avons vu qu'ils n'ont pas obtenu 
e mode instable. Ce
i pourrait êtreun indi
e en faveur de notre r�esultat.En examinant le tableau 6.15, on voit que la 
harge du mode A2u �a 199i 
m�1 resteapproximativement 
onstante lors de la transition de la phase para�ele
trique vers la phaseferro�ele
trique. Ce
i parâ�t a priori bizarre puisque nous avons vu dans la se
tion 5.3 que les
harges e�e
tives diminuent lors de la transition de phase. En parti
ulier, la 
omposante suivantl'axe z (qui est la dire
tion de vibration des modes A) de la 
harge du niobium diminue dedeux unit�es. Pour 
omprendre l'origine de la 
harge de mode importante du mode A1 �a 252
m�1, nous devons examiner le ve
teur propre de 
e mode de phonon (voir appendi
e E). Dansle tableau E.1, nous avons rapport�e les ve
teurs propres des modes A1 et A2u de plus basses�energies. On voit que pour 
es modes parti
uliers le d�epla
ement du niobium est plus importantdans la phase ferro�ele
trique que dans la phase para�ele
trique. Et 
'est 
e d�epla
ement plusimportant du Nb qui est responsable de la 
harge de mode �elev�ee de 
e mode A1 : la formule(6.15) montre que la 
harge de mode est la somme des 
ontributions des di��erents atomes. Letableau 6.18 donne 
es 
ontributions pour les modes A1 �a 252 
m�1 et A2u �a 199i 
m�1. Onvoit que 
'est e�e
tivement le d�epla
ement plus important des atomes de niobium dans la phaseferro�ele
trique qui est responsable de la 
harge �elev�ee de 
e mode.Nb1 + Nb2 Li1 + Li2 O1 - O6 sommeA1 (252) 1,151 0,207 0,682 6,809A2u (199i) 0,686 0,644 0,675 6,711Tab. 6.18 { Contribution des di��erents atomes �a la 
harge de mode du mode A1 �a 252 
m�1(phase ferro�ele
trique) et du mode A2u �a 199i 
m�1 (phase para�ele
trique).6.6 Le tenseur di�ele
triqueLe tenseur di�ele
trique optique, "1�� , d�etermine la r�eponse du gaz d'�ele
trons �a un 
hamp�ele
trique si on suppose les ions 
omme immobiles. On peut le d�eterminer exp�erimentalementen mesurant la r�eponse d'un solide �a un 
hamp �ele
trique E(t) dont la fr�equen
e est grande
ompar�ee aux fr�equen
es de vibration des ions, mais petite vis-�a-vis des �energies d'ex
itationdu gaz d'�ele
trons. En DFT, 
e tenseur est estim�e en 
al
ulant la d�eriv�ee se
onde de l'�energiepar rapport �a un 
hamp �ele
trique statique en �geant la position des ions (voir se
tion 1.9).Le tableau 6.19 r�esume les valeurs propres du tenseur di�ele
trique optique dans les deux phasesdu LiNbO3 et 
ompare les valeurs dans la phase ferro�ele
trique aux valeurs exp�erimentales. Onvoit que nos valeurs surestiment assez fortement les valeurs exp�erimentales. Ce probl�eme estbien 
onnu en DFT. Il provient du fait que les approximations lo
ales utilis�ees pour l'�energied'�e
hange-
orr�elation sont insuÆsantes pour d�e
rire 
orre
tement la r�eponse d'un gaz d'�ele
trons�a un 
hamp �ele
trique [12, page 212℄.Pour in
lure la r�eponse des ions dans la 
onstante di�ele
trique, on peut utiliser un mod�elequi assimile le solide �a un ensemble d'os
illateurs harmoniques sans amortissement, dont les94



phase r�ef�eren
e "1xx "1yy "1zzferro�ele
trique 
al
. pr�esent 5,6 5,6 5,5exp. [48℄ 5,0 5,0 4,6exp. [57℄ 4,5 4,5 4,5para�ele
trique 
al
. pr�esent 6,2 6,2 6,8Tab. 6.19 { Tenseur di�ele
trique optique dans les deux phases du LiNbO3fr�equen
es sont �egales aux fr�equen
es des phonons optiques transverses au point �. Dans 
etteappro
he, le tenseur di�ele
trique (dans l'infrarouge) s'�e
rit [19℄"��(!) = "��(1) + 4�
 Xm Sm;��!2m � !2 (6.19)o�u les grandeurs Sm;�� sont les for
es d'os
illateur li�ees aux 
harges e�e
tives de Born et auxve
teurs propres des phonons optiques transverses par la relationSm;�� =  X�;
 Z��;
��(m)(�; 
)! X�;
 Z��;
��(m)(�; 
)! : (6.20)En posant ! = 0 dans la relation (6.19), on obtient alors la 
onstante di�ele
trique statiquedu 
ristal. Le tableau 6.20 
ompare les valeurs ainsi 
al
ul�ees dans la phase ferro�ele
trique 4du LiNbO3 aux valeurs d�etermin�ees exp�erimentalement. On voit que nos valeurs sont en tr�esr�ef�eren
e "xx(0) "yy(0) "zz(0)
al
. pr�esent 43,2 43,2 27,4exp. [48℄ 41,5 41,5 26,0exp. [57℄ 43,6 43,6 24,3Tab. 6.20 { Tenseur di�ele
trique statique dans la phase ferro�ele
trique du LiNbO3bon a

ord ave
 les valeurs exp�erimentales 
e qui signi�e que les 
harges e�e
tives ainsi queles ve
teurs propres des phonons que nous avons 
al
ul�es sont probablement tr�es pro
hes desvaleurs r�eelles.Nous n'allons pas examiner la d�ependan
e en fr�equen
e du tenseur di�ele
trique (6.19) dans laphase ferro�ele
trique du LiNbO3, mais plutôt regarder une autre grandeur qui est la r�e
e
tivit�edans l'infrarouge. L'appro
he qui permet de 
al
uler 
ette grandeur �a partir de "��(!) est d�e
ritedans la r�ef�eren
e [19℄. La �gure 6.4 (a) montre la r�e
e
tivit�e en fon
tion de la longueur d'ondede la lumi�ere in
idente pour des 
hamps �ele
triques orthogonaux �a l'axe 
. Pour être 
oh�erentave
 les r�esultats exp�erimentaux de Barker et al. [48℄ (�gure 6.4 (b)), nous utilisons des mi-
rom�etres au lieu des 
m�1 pour repr�esenter l'�energie du rayonnement infrarouge. Comme nousn�egligeons l'amortissement des os
illateurs harmoniques, notre 
ourbe sature et les minima n'ontpas n�e
essairement la bonne profondeur. La seule 
hose qu'elle est 
apable de reproduire 
orre
-tement est la position des minima.4A 
ause de la pr�esen
e de modes instables dans la phase para�ele
trique, �
a n'a pas beau
oup de sens d'utiliserla formule (6.19) dans 
ette phase. 95
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Fig. 6.4 { R�e
e
tivit�e dans l'infrarouge du LiNbO3 (phase ferro�ele
trique) pour des 
hamps�ele
triques orthogonaux �a l'axe 
. La �gure (a) montre la 
ourbe th�eorique, 
al
ul�ee �a partir dutenseur di�ele
trique (relation (6.19)) et la �gure (b) la 
ourbe exp�erimentale mesur�ee par Barkeret al. [48℄.En 
omparant notre 
ourbe th�eorique �a la 
ourbe exp�erimentale de Barker et al., on voit queles minima sont bien aux bonnes positions. En parti
ulier, nous reproduisons le minimum �a 15,32�m, qui 
orrespond au phonon transverse optique de sym�etrie E �a 650 
m�1. Comme nous l'avonsdis
ut�e dans la se
tion 6.3.1, la plupart des auteurs asso
ient 
e mode �a un pro
essus �a deuxphonons (
ombination band). Même Barker et al. ont tendan
e �a adopter 
e point de vue. Mais lefait que notre 
ourbe th�eorique reproduit la position des minima de la 
ourbe exp�erimentale nouspermet d'aÆrmer que 
e minimum 
orrespond tr�es probablement �a un mode de phonon r�eel etpas �a un pro
essus �a deux phonons. En plus, le pi
 de r�e
exion que nous trouvons en n�egligeantl'amortissement des os
illateurs est beau
oup plus profond que le pi
 sur la 
ourbe exp�erimentale.Cela signi�e que 
e mode de phonon est fortement amorti 
e qui pourrait expliquer qu'on nel'observe pas toujours sur des spe
tres Raman et que la raie a une forme "bizarre" (large et peuintense [57℄) quand on l'observe.6.7 Origine de l'instabilit�e ferro�ele
triqueL'�etude des phonons optiques dans la phase para�ele
trique du niobate de lithium a montr�equ'un mode transverse optique de sym�etrie A2u est responsable de la transition de phase quesubit 
e mat�eriau. Dans 
ette se
tion, nous allons analyser l'origine physique de 
ette instabilit�e.Dans un 
ristal, on peut 
lasser les for
es interatomiques en deux 
at�egories : les intera
tions�a 
ourte port�ee entre un atome et ses premiers voisins et les intera
tions �a longue port�ee. Parmiles intera
tions �a 
ourte port�ee, les plus importantes sont dues aux liaisons 
ovalentes entreatomes et aux r�epulsions entre 
oeurs ioniques. Les for
es agissant entre atomes �eloign�es sontprin
ipalement dues �a l'intera
tion dipôle-dipôle : lorsqu'un atome � est d�epla
�e de sa positiond'�equilibre d'une quantit�e ��� , un dipôle est 
r�e�e. Le momement dipolaire �ele
trique p asso
i�e
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�a 
e d�epla
ement atomique est li�e �a la 
harge e�e
tive de Born de l'atome par la relationp� = 3X�=1Z��;������: (6.21)Ce dipôle g�en�ere un 
hamp �ele
trique sus
eptible d'interagir ave
 d'autres dipôles dans le 
ristal.Ce 
hamp �ele
trique d�e
roit 
omme la troisi�eme puissan
e de la distan
e. L'intera
tion dipôle-dipôle est don
 �a longue port�ee.Consid�erons deux dipôles p1 et p2, situ�es dans le vide. L'�energie d'intera
tion entre 
es deuxdipôles 5, s'�e
rit (voir par exemple [26℄)EDD = d2p1 � p2 � 3(d � p1)(d � p2)d5 : (6.22)d repr�esente le ve
teur liant les deux dipôles. Dans un 
ristal, il faut tenir 
ompte de l'�e
rantagedû �a la densit�e de 
harge �ele
tronique. Dans le mod�ele que nous allons utiliser dans 
ette se
tion,nous allons tenir 
ompte de 
et �e
rantage en utilisant le tenseur di�ele
trique optique "1�� quipermet de d�e
rire 
orre
tement l'intera
tion entre dipôles distants les uns des autres.Dans 
ette se
tion, nous allons analyser la 
ontribution de l'intera
tion dipôle-dipôle �a lamatri
e dynamique. La m�ethode que nous allons appliquer est d�e
rite dans un arti
le de Gonzeet al. [58℄. Elle 
onsiste �a sommer les for
es interatomiques �a longue port�ee �a l'aide d'une m�ethoded'Ewald. On obtient ainsi la 
ontribution des intera
tions dipôle-dipôle, CDD, aux 
onstantes defor
es interatomiques. Pour isoler la partie due aux inetra
tions �a 
ourte port�ee, il suÆt alorsde soustraire CDD �a la matri
e (totale) des 
onstantes de for
es interatomiquesCSR = C � CDD: (6.23)Le 
arr�e des fr�equen
es des phonons, !2, est donn�e par les �el�ements de matri
e h�j ~Cj�i de ~C,qui est la transform�ee de Fourier de C (voir �equation (6.8)). Les ve
teurs � sont les d�epla
ementspropres asso
i�es �a la matri
e dynamique 
ompl�ete. En �e
rivant ~C 
omme la somme de ~CSR et~CDD, on peut d�e
omposer !2 en une 
ontribution due aux intera
tions �a 
ourte port�ee, !2SR, etune 
ontribution due �a l'intera
tion dipôle-dipôle, !2DD!2z }| {h�j ~Cj�i = !2SRz }| {h�j ~CSRj�i+ !2DDz }| {h�j ~CDDj�i : (6.24)En r�esum�e, pour 
omprendre l'origine de l'instabilit�e ferro�ele
trique dans le niobate de li-thium, nous allons utiliser un mod�ele th�eorique qui nous permettra de s�eparer les intera
tions�a 
ourte port�ee des intera
tions dipôle-dipôle. Ce mod�ele est bas�e sur les approximations sui-vantes :{ L'intera
tion entre dipôles est d�e
rite �a l'aide de le formule (6.22) qui n'est valable quepour des dipôles �eloign�es les uns des autres.{ L'�e
rantage dû �a la densit�e de 
harge �ele
tronique est appro
h�e par la 
onstante di�ele
triqueoptique.Le tableau 6.21 r�esume les r�esultats des d�e
ompositions pour les deux mode A1, A2 et E deplus basse �energie de la phase ferro�ele
trique et les modes qui leur sont les plus pro
hes dansla phase para�ele
trique. Le mode A2u �a 199i 
m�1, responsable de la transition de phase, est5Stri
tement parlant, 
ette formule n'est valable que pour des dipôles tr�es �eloign�es.97



Phase para�ele
trique Phase ferro�ele
triquemode !2SR !2DD !2 mode !2SR !2DD !2A2u (199i) 47659 -87427 -39768 A1 (252) 121752 -58252 63500A2u (98) 200836 -191257 9579 A1 (295) 44727 42429 87156A2g (110i) -119658 107661 -11997 A2 (300) 22237 68031 90268A1u (268) 29162 42578 71740 A2 (217) 28654 18406 47060Eu (72i) 286731 -291886 -5155 E (156) 48150 -23682 24468Eu (162) -78645 105042 26397 E (218) 10794 36903 47697Tab. 6.21 { D�e
omposition du 
arr�e des fr�equen
es propres des phonons (en 
m�2) en une
ontribution due aux intera
tions �a 
ourte port�ee et une 
ontribution due aux intera
tions dipôle-dipôle.fortement d�estabilis�e par les intera
tions dipôle-dipôle donnant une 
ontribution n�egative tr�es�elev�ee (voir �gure 6.3). Ce r�esultat est peu surprenant puisqu'on a vu dans le 
hapitre 5 queles atomes portent une 
harge e�e
tive �elev�ee dans la phase para�ele
trique du LiNbO3. Ce quiest plus surprenant, 
'est le fait que les intera
tions dipôle-dipôle ne d�e
roissent que tr�es peulors de la transition de phase et que 
'est une augmentation des intera
tions �a 
ourte port�eequi stabilise 
e mode dans la phase ferro�ele
trique. Nous avons vu dans la se
tion 6.5, que lemode A1 �a 252 
m�1 est 
ara
t�eris�e par un d�epla
ement important des atomes de niobium qui
ompense l'e�et de la diminution des 
harges e�e
tives lors de la transition de phase.Le mode A2u �a 98 
m�1 est �egalement d�estabilis�e par les intera
tions dipôle-dipôle. Maisi
i, 
e sont les intera
tions �a 
ourte port�ee qui l'emportent 
e qui fait qu'au total, le mode eststable. Il est interessant de noter que l'e�et d�estabilisant des intera
tions dipôle-dipôle est plusimportant que pour le mode responsable de la transition de phase. Ce
i parâ�t en 
ontradi
tionave
 le fait que la 
harge e�e
tive de 
e mode est plus faible que 
elle du mode A2u �a 199i 
m�1.Mais la 
harge de mode est la somme des dipôles 
r�e�es par tous les d�epla
ements atomiquesasso
i�es �a un mode de phonon. Elle ne donne par 
ons�equent qu'un e�et global et une 
hargede mode petite n'interdit pas l'existen
e de dipôles lo
aux importants. En examinant le tableauE.1, on voit que dans le mode A2u �a 199i 
m�1, les atomes de lithium vibrent en phase ave
les atomes de niobium. Les dipôles g�en�er�es par 
es atomes sont par 
ons�equent parall�eles 
e quirenfor
e la 
harge de mode totale. Dans le mode �a 98 
m�1 par 
ontre, 
es deux atomes vibrenten opposition de phase. Les dipôles 
r�e�es ont par 
ons�equent des dire
tions oppos�ees 
e quidiminue la 
harge globale de 
e mode. Le tableau 6.22 r�esume les 
ontributions de 
haque atomeaux 
harges e�e
tives de 
es deux modes de phonon. On voit que les dipôles lo
aux, asso
i�esNb1 + Nb2 Li1 + Li2 O1 - O6 sommeA2u (199i) 0,686 0,644 0,675 6,711A2u (98) 1,155 -0,719 0,563 4,253Tab. 6.22 { Contribution des di��erents atomes �a la 
harge de mode des modes A2u �a 199i et 98
m�1 de la phase para�ele
trique du LiNbO3. Dans le mode �a 98 
m�1, la vibration des atomesde niobium et lithium 
r�ee des dipôles oppos�es, 
e qui diminue la 
harge de mode totale.aux d�epla
ements des atomes de niobium et de lithium, sont plus importants que dans le mode98



�a 199i 
m�1, mais que leurs 
ontributions ont tendan
e �a s'annuler quand on prend leur sommepour 
al
uler la 
harge de mode totale.Pour �etudier l'in
uen
e du mouvement des atomes de lithium sur la stabilit�e de 
es deuxmodes, on peut virtuellement 
hanger la dire
tion de leurs d�epla
ements dans les ve
teurs propresde 
es deux modes de phonon. Ces nouveaux ve
teurs ne sont �evidemment pas ve
teurs propresde la matri
e dynamique, mais ils permettent d'estimer l'importan
e de 
e 
hangement. Letableau 6.23 r�esume les fr�equen
es des phonons virtuels qu'on obtient en inversant les dire
tionsde vibration des atomes de lithium dans les ve
teurs propres des modes A2u et 
ompare 
esvaleurs aux fr�equen
es des phonons r�eels. On voit que 
e 
hangement n'in
uen
e que tr�es peu!2SR !2DD !2A2u (199i) r�eel 47659 -87427 -39768virtuel 107220 -94787 12433A2u (98) r�eel 200836 -191257 9579virtuel 156313 -184743 -28430Tab. 6.23 { Contributions des for
es interatomiques �a 
ourte et �a longue port�ee sur la stabilit�edes phonons virtuels, obtenus en inversant la dire
tion relative de vibration des atomes de lithiumdans les modes A2u �a 199i et 98 
m�1.l'intera
tion dipôle-dipôle, 
e qui n'est pas surprenant puisqu'en inversant le d�epla
ement du Li,on ne 
hange que la dire
tion des dipôles lo
aux et pas leur module. Les intera
tions �a 
ourteport�ee, par 
ontre, sont fortement modi��ees. L'e�et est suÆsamment important pour stabiliser lemode responsable de la transition de phase et pour d�estabiliser le mode �a 98 
m�1. Ce
i montreque le d�epla
ement du lithium joue un rôle tr�es important dans le m�e
anisme responsable de latransition de phase du LiNbO3.Regardons maintenant les autres modes instables. Le mode A2g �a 110i 
m�1 est forementd�estabilis�e par les intera
tions �a 
ourte port�ee tandis que les inter
tions dipôle-dipôle ont plutôtun e�et stabilisant. L'e�et stabilisant des intera
tions dipôle-dipôle est fa
ile �a 
omprendre. La
harge de 
e mode vaut z�ero, 
e qui signi�e que la somme de tous les dipôles lo
aux s'annule.En regardant le ve
teur propre de 
e mode de phonon (tableau E.2), on voit que les atomes deNb sont immobiles 
e qui signi�e qu'ils ne g�en�erent au
un moment dipolaire �ele
trique lors desd�epla
ements atomiques. Les atomes de lithium et oxyg�ene en dessous et au dessus de l'atome
entral de la maille rhombo�edrique (�gure 3.1) par 
ontre g�en�erent des dipôles oppos�es et l'axez du LiNbO3 peut être vu 
omme �etant form�e d'une 
hâ�ne altern�ee de dipôles oppos�es. Enregardant la formule (6.22), on voit qu'une telle situation est �energ�etiquement d�efavorable.L'interpr�etation de l'e�et d�estabilisant des intera
tions �a 
ourte port�ee est plus diÆ
ile. Enregardant les ve
teurs propres des modes A2u �a 199i et 98 
m�1 et A1u �a 268 
m�1 (tableau E.1et E.2), on voit que lors des vibrations atomiques, il y a toujours trois atomes d'oxyg�ene qui s'ap-pro
hent d'un atome de niobium et trois atomes d'oxyg�ene qui s'�eloignent. Dans le mode A2g �a110i 
m�1 par 
ontre, les six liaisons Nb-O s'�etirent ou se ra

our
issent simultan�ement. On peutdon
 supposer qu'une distan
e Nb-O plus 
ourte que la distan
e d'�equilibre est �energ�etiquementfavorable. Mais 
omme dans les trois premiers modes, trois liaisons s'�etirent pendant que lestrois autres se ra

our
issent, il n'y a pas de gain en �energie.Le mode Eu �a 72i 
m�1 est fortement d�estabilis�e par les intera
tions �a longue port�ee. Cer�esultat est en a

ord ave
 le fait qu'il porte une 
harge de mode �enorme (9,923), largement99



sup�erieure aux 
harges des autres modes dans le LiNbO3. N�eanmoins, l'e�et stabilisant desintera
tions �a 
ourte port�ee est presque aussi important 
e qui fait que la fr�equen
e de 
e modeest tr�es basse (en module). Le fait que 
e mode r�esulte d'une 
omp�etition entre deux for
es tr�es�elev�ees, qui se 
ontrebalan
ent presque exa
tement, rend sa fr�equen
e tr�es sensible aux erreursde 
al
uls. Une l�eg�ere modi�
ation du volume de la maille, des positions atomiques ou du ve
teurpropre du mode de phonon (suite �a une erreur num�erique par exemple) suÆsent probablementpour entrainer une variation de !2SR et !2DD suÆsamment importante pour rendre 
e modestable. Ce
i pourrait expliquer que nos 
al
uls pr�edisent l'existen
e d'un mode Eu instable, quin'a pas �et�e obtenu par Parlinski et al. [34℄ (voir se
tion 6.4.1).En r�esum�e, le mod�ele th�eorique utilis�e dans 
ette se
tion a montr�e que l'instabilit�e ferro-�ele
trique dans le LiNbO3 r�esulte d'une 
omp�etition entre les intera
tions �a 
ourte et �a longueport�ee. Le mode de phonon responsable de la transition de phase est d�estabilis�e par les intera
-tions dipôle-dipôle et 
'est une augmentation des intera
tions �a 
ourte port�ee lors de la transitionde phase qui le rend stable dans la phase ferro�ele
trique.Les intera
tions �a 
ourte port�ee d�ependent fortement de la vibration des atomes de lithiumet d'oxyg�ene et une modi�
ation de 
elle-
i suÆt pour stabiliser ou d�estabiliser un mode dephonon de mani�ere signi�
ative. Ce
i 
on�rme en quelque sortes l'aÆrmation de Inbar et al. [35℄selon laquelle l'instabilit�e ferro�ele
trique dans le LiNbO3 est due �a un mouvement 
oupl�e de 
esdeux types d'atomes.6.8 Con
lusionsDans 
e 
hapitre, nous avons �etudi�e la dynamique du r�eseau 
ristallin (dans l'approximationharmonique) dans les deux phases du niobate de lithium. Lors de 
ette �etude, nous nous sommesservis des formalismes et r�esultats expos�es dans les 
hapitres pr�e
�edents :{ Le formalisme de la DFT et de la DFPT nous a permis de 
al
uler la matri
e dynamiqueau point � et d'en d�eduire les fr�equen
es de phonon asso
i�ees.{ A l'aide des 
harges e�e
tives de Born et du tenseur di�ele
trique optique, nous avonsd�etermin�e le splitting LO-TO, le tenseur di�ele
trique statique, la r�e
e
tivit�e dans l'infrarou-ge et la 
ontribution de l'intera
tion dipôle-dipôle aux 
onstantes de for
es interatomiques.L'analyse des phonons dans le phase ferro�ele
trique a montr�e que les fr�equen
es 
al
ul�ees sontassez pro
hes des valeurs exp�erimentales. L'identi�
ation des modes que nous avons adopt�ee restesujette �a dis
ussion mais repose sur une analyse 
ritique de la litt�erature. Ainsi, nos r�esultatsexpliquent parfaitement les mesures de r�e
e
tivit�e et de spe
tros
opie infrarouge e�e
tu�ees parBarker et al. [48℄.L'�etude des phonons dans la phase para�ele
trique a montr�e qu'un mode A2u, instable, estresponsable de la transition de phase du LiNbO3 et en appliquant un mod�ele th�eorique (quin'utilise que des param�etres 
al
ul�es ab initio), nous avons montr�e que 
ette instabilit�e est dueaux intera
tions dipôle-dipôle �a longue port�ee.
100



Con
lusionsDans 
e travail de �n d'�etudes, nous avons appliqu�e les te
hniques du 
al
ul ab initio �al'�etude des propri�et�es stru
turales, di�ele
triques et dynamiques du niobate de lithium. Nousavons pu nous familiariser ave
 les bases du 
al
ul ab initio (DFT, DFPT, pseudopotentiels,. . .) ainsi qu'ave
 la physique des oxydes ferro�ele
triques (
harges e�e
tives de Born, phonons,splitting LO-TO, instabilit�e ferro�ele
trique, . . .). Cela nous a o�ert l'opportunit�e de 
ontribuerau d�eveloppement du programme ABINIT en parti
ipant �a l'impl�ementation d'une routine per-mettant de 
al
uler la polarisation par phases de Berry. Nous avons �egalement d�etermin�e desgrandeurs physiques jamais 
al
ul�ees (ou mesur�ees) auparavant dans 
e mat�eriau 
omme les
harges e�e
tives de Born. Ce travail apporte don
 une 
ontribution originale �a l'�etude desoxydes ABO3 qui est un sujet de re
her
he a
tuel. Il 
onstitue �egalement une �etape pr�eliminaire�a l'�etude des propri�et�es optiques non lin�eaires du LiNbO3.En 
al
ul ab initio, on essaie de pr�edire les propri�et�es physiques d'un 
orps solide �a partirdes lois de la m�e
anique quantique et de l'�ele
tromagn�etisme. Dans le 
adre de 
e travail, nousavons utilis�e une formulation de Kohn et Sham de la th�eorie de la fon
tionnelle de la densit�epropos�ee par Hohenberg et Kohn. Celle-
i 
onsiste �a rempla
er le gaz d'�ele
trons en intera
tionpar un syst�eme �equivalent de parti
ules �
tives ind�ependantes dont on d�etermine num�eriquementl'�energie et la densit�e dans l'�etat fondamental. Les seuls param�etres pris en 
ompte sont le nombreatomique, Z, intervenant dans les pseudopotentiels, la sym�etrie du 
ristal qu'on veut �etudier etl'approximation de la fon
tionnelle d'�e
hange-
orr�elation.Nous avons utilis�e 
es te
hniques pour d�eterminer les param�etres g�eom�etriques, les 
hargese�e
tives de Born, le tenseur di�ele
trique optique et les fr�equen
es propres des phonons duniobate de lithium. L'analyse de 
es r�esultats nous a permis de 
omprendre la dynamiquedu r�eseau 
ristallin de 
e materiau ainsi que les m�e
anismes responsables de la transition dephase ferro�ele
trique qu'il subit �a 1480 K. La 
omparaison des valeurs 
al
ul�ees aux r�esultatsexp�erimentaux a montr�e que la plupart de nos 
al
uls reproduisent bien l'exp�erien
e 
e qui per-met de valider a posteriori les approximations inh�erentes aux 
al
uls. Les erreurs sont de l'ordrede quelques pour
ents en 
e qui 
on
erne les param�etres de maille, les fr�equen
es propres desphonons, le splitting LO-TO, la 
onstante di�ele
trique statique et la r�e
e
tivit�e. Les seules ex-
eptions 
on
ernent la polarisation, le tenseur di�ele
trique optique et l'�energie du gap d'�energie.Les deux derniers probl�emes sont bien 
onnus en DFT.Notre �etude du niobate de lithium a montr�e plusieurs int�erêts du 
al
ul ab initio. D'une part,il aide �a interpr�eter les exp�erien
es en donnant a

�es �a des grandeurs mi
ros
opiques ina

essiblespar ailleurs. Dans le 
hapitre 6, nous avons 
ompar�e les fr�equen
es des phonons 
al
ul�ees dansla phase ferro�ele
trique du niobate de lithium aux valeurs exp�erimentales. Lors de la dis
ussion,nous avons vu qu'il est souvent diÆ
ile d'interpr�eter les spe
tres (Raman ou infrarouge) 
orre
-tement : un spe
tre ne 
ontient qu'une s�erie de raies mais ne donne au
une information sur leur101



origine. La DFPT, par 
ontre, nous a permis de 
al
uler la matri
e dynamique et d'obtenir nonseulement les fr�equen
es mais �egalement les ve
teurs propres des phonons. Ces grandeurs ontensuite pu être utilis�ees pour interpr�eter les spe
tres. Dans le même esprit, la 
onnaissan
e des
harges e�e
tives nous a permis de quanti�er le rôle des 
ontributions dipôle-dipôle �a l'instabilit�eferro�ele
trique et de proposer un mod�ele mi
ros
opique �a l'existen
e de 
ette derni�ere.D'autre part, le 
al
ul ab initio peut avoir un 
ara
t�ere pr�edi
tif. Il permet d'estimer lavaleur de grandeurs physiques pour lesquelles on ne dispose pas de donn�ees exp�erimentales,
omme 
e fut le 
as pour les fr�equen
es de phonons et les 
harges e�e
tives de Born dans laphase para�ele
trique.Dans le futur, il sera int�eressant de 
al
uler les 
ourbes de dispersion de phonons du LiNbO3et de 
omparer ses propri�et�es au LiTaO3 de même stru
ture 
ristalline. En plus, la 
onnais-san
e de la dynamique du r�eseau sera un ingr�edient essentiel pour d�eterminer, par exemple, la
ontribution du r�eseau aux 
oeÆ
ients �ele
tro-optiques ou les se
tions eÆ
a
es Raman.
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Annexe AD�eriv�ees fon
tionnellesDans 
et appendi
e, nous allons introduire bri�evement la notion de fon
tionnelle et montrer
omment on peut 
al
uler sa d�eriv�ee. Nous allons ensuite appliquer 
e formalisme �a quelquesfon
tionnelles ren
ontr�ees dans le 
hapitre 1. Notre but n'est pas de donner une introdu
tion�a l'analyse fon
tionnelle, rigoureuse d'un point de vue math�ematique, mais d'en d�egager lesaspe
ts essentiels et de fa
iliter ainsi la 
ompr�ehension de la th�eorie exops�ee au 
hapitre 1.Une fontionnelle est une 
onstru
tion math�ematique qui asso
ie un nombre �a une fon
tion.On la note en g�en�eral G[n℄, o�u l'argument entre 
ro
hets d�esigne la fon
tion sur laquelle agitla fon
tionnelle. Dans le 
adre qui nous interesse i
i, on peut regarder l'argument n(r) 
omme�etant d�e�ni sur un r�eseau dense de K points rk, dans la limite K !1. Chaque point repr�esenteun volume Vk (k = 1, . . ., K) in�niment petit. La fon
tionnelle G[n℄ peut alors être regard�ee
omme une fon
tion des K variables nk = n(rk)G[n℄ �= G(n1; : : : ; nk): (A.1)Les int�egrations sur l'espa
e dire
t sont appro
h�ees par des sommes �nies sur les noeuds dur�eseau rk. Ainsi, l'�energie potentielle d'un gaz d'�ele
trons de densit�e n(r) s'�e
rit par exempleZ dr v(r)n(r) = limK!1 KXk=1Vknkvk: (A.2)Les distributions de Dira
 Æ(rj � rk) doivent être rempla
�ees par des symboles de Krone
ker Æjkdivis�es par le volume Vk. La d�eriv�ee fon
tionnelle de G[n℄ d�e�nie par la relationÆGÆn(r) = lim�!0 1� �G[n(r0) + �Æ(r0 � r)℄�G[n℄	 (A.3)peut allors être 
al
ul�ee de mani�ere �equivalente par la formuleÆGÆn(r) = limK!1 1Vk �G(n1; : : : ; nK)�nk : (A.4)A titre d'illustration, nous allons 
al
uler la d�eriv�ee fon
tionnelle que quelque fon
tionnellesren
ontr�ees dans le 
hapitre 1. Commen�
ons par l'�energie potentielle (A.2). En appliquant lad�e�nition (A.3), on obtientÆVÆn(r) = lim�!0 1� �Z dr0 v(r0)[n(r0) + �Æ(r0 � r)℄� Z dr0 v(r0)n(r0)� (A.5)= v(r): (A.6)103



Et l'experssion (A.4) donne ÆVÆn(r) = 1Vk ��nk KXj=1Vjnjvj = vk = v(r): (A.7)Le potentiel de Hartree (1.28) est la d�eriv�ee fon
tionnelle de l'�energie EH :vH(r) = ÆEHÆn(r) (A.8)= ÆÆn(r) e22 Z dr Z dr0n(r)n(r0)jr� r0j (A.9)= e22 1Vk ��nk KXi;j=1ViVj ninjjri � rj j (A.10)= e2 KXi=1 Vi nijri � rkj (A.11)= e2 Z dr0 n(r0)jr0 � rj : (A.12)Pour �nir, nous allons d�eterminer le potentiel d'�e
hange-
orr�elation en LDA (voir se
tion1.5). Pour rappel, en LDA, l'�energie d'�e
hange-
orr�elation s'�e
ritELDAx
 [n℄ = Z drn(r)"homx
 (n(r)) (A.13)o�u "homx
 (n) est l'�energie d'�e
hange-
orr�elation par parti
ule d'un gaz homog�ene de densit�e n. Lepotentiel d'�e
hange-
orr�elation est la d�eriv�ee fon
tionnelle de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation parrapport �a la densit�e. En utilisant l'expression (A.4), on obtientvx
(r) = ÆEx
Æn(r) (A.14)= 1Vk ��nk KXj=i Vjnj"homx
 (nj) (A.15)= ��nk �nk"homx
 (nk)� (A.16)= d�n "homx
 (n)�dn ������n(r) : (A.17)La d�eriv�ee (droite) de la forme �nale du potentiel d'�e
hange-
orr�elation (A.17) repr�esente uned�eriv�ee ordinaire au sens habituel de l'analyse.Toutes 
es d�eriv�ees peuvent être 
al
ul�ees de mani�ere �equivalente en utilisant la d�e�nition(A.3). N�eanmoins, les �etapes interm�ediaires sont plus lourdes �a �e
rire. Pour 
al
uler par exemplele potentiel-d'�e
hange 
orr�elation en LDA, il faut faire un d�eveloppement en s�erie de Taylor limit�eau premier ordre en � de l'�energie d'�e
hange-
orr�elation par parti
ule"homx
 �n(r0) + �Æ(r0 � r)� = "homx
 �n(r0)�+ �Æ(r0 � r) d"homx
dn �����n(r0) : (A.18)104



Annexe BAppli
ations optiques du LiNbO3A�n de justi�er l'int�erêt de l'�etude th�eorique du LiNbO3, e�e
tu�ee dans le 
adre de 
etravail de �n d'�etudes, nous allons exposer dans 
et appendi
e quelques appli
ations du niobatede lithium dans le domaine de l'optique.B.1 Modulateurs �ele
tro-optiquesL'e�et �ele
tro-optique lin�eaire d�esigne la variation de l'indi
e de r�efra
tion d'un milieudi�ele
trique sous l'in
uen
e d'un 
hamp �ele
trique statique. Cet e�et est en g�en�eral tr�es faible.Un 
hamp �ele
trique de 106 V/m appliqu�e �a un 
rystal de LiNbO3 par exemple ne produit qu'un
hangement de l'indi
e de r�efra
tion d'un pour
ent.Si on applique un 
hamp �ele
trique suivant l'axe optique d'une lame de LiNbO3, les indi
esprin
ipaux et, par 
ons�equent, le retard de la lame (le d�ephasage relatif entre les ondes ordinaireset extraordinaires, 
aus�e par la bir�efringen
e de la lame) vont 
hanger. On peut ainsi 
ontrôlerla polarisation d'une onde lumineuse qui se propage dans une dire
tion perpendi
ulaire �a l'axeoptique Oz. Et en pla�
ant 
ette lame entre deux polariseurs 
rois�es, dont les dire
tions passantesforment un angle de 450 ave
 la dire
tion Oz, on peut moduler l'intensit�e de l'onde (voir �gureB.1).
Fig. B.1 { Modulateur �ele
tro-optique 
onstruit en pla�
ant une lame de LiNbO3 entre deuxpolariseurs 
rois�es.Cet e�et peut être utilis�e pour moduler un signal lumineux dans une �bre optique. Le niobatede lithium est 
ouramment utilis�e dans 
e type d'appli
ations �a 
ause de ses 
oeÆ
ients �ele
tro-optiques �elev�es. En plus, 
e mat�eriau est transparent dans l'infrarouge pro
he qui est le domainede longueurs d'ondes utilis�e pour les t�el�e
omuni
ations par �bres optiques. Sa temp�eraturede Curie �elev�ee fa
ilite la 
onstru
tion de guides d'ondes par di�usion d'atomes m�etalliques105




omme par exemple du titane. Finalement, le LiNbO3 est tr�es stable du point de vue 
himique,m�e
anique et thermique.Un modulateur int�egr�e (�gure B.2) est 
onstruit en faisant di�user des atomes de titane �a unetemp�erature de 10000 C dans une r�egion d'un substrat de LiNbO3, 
e qui permet d'augmenterlo
alement les indi
es de r�efra
tion suivant des 3 axes prin
ipaux du 
ristal. On d�epose ensuitedes �ele
trodes m�etalliques des deux 
ôt�es de la r�egion dop�ee qui va agir 
omme guide d'ondes.En appliquant une di��eren
e de potentiel entre les �ele
trodes, on peut alors faire varier l'indi
ede r�efra
tion de 
ette r�egion.

Fig. B.2 { Modulateur int�egr�e vu du dessus (a) et du 
ôt�e (b)Un tel dispositif peut être utilis�e pour faire varier la phase d'une onde lumineuse. Pourmoduler son amplitude, il faut utiliser le prin
ipe de l'interf�erom�etre de Ma
h-Zehnder (�gureB.3). L'onde lumineuse in
idente est divis�ee en deux parties. Apr�es avoir travers�e des r�egionsdont on peut faire varier les indi
es de r�efra
tion �a l'aide de trois �ele
trodes, les deux ondes sontre
ombin�ees. La tension de modulation V (t) est appliqu�ee �a l'�ele
trode 
entrale tandis que lesdeux �ele
trodes externes sont gard�ees �a la masse. Les 
hamps �ele
triques dans les deux bran
hesde l'interf�erom�etre ont alors des dire
tions oppos�ees 
e qui fait que l'indi
e de r�efra
tion, etpar 
ons�equent le 
hemin optique, dans une bran
he augmente en fon
tion de V (t) tandis qu'ildiminue dans l'autre. Les deux ondes seront alors d�ephas�ees d'une quantit�e �� qui d�epend dela tension appliqu�ee et l'intensit�e de l'onde apr�es re
ombinaison variera en fon
tion de ��.
Fig. B.3 { Modulateur d'amplitude bas�e sur le prin
ipe de l'interf�erom�etre de Ma
h-Zehndervu du dessus(a) et du 
ôt�e (b).
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B.2 E�et photor�efra
tifL'e�et photor�efra
tif d�esigne des variations de l'indi
e de r�efra
tion d'un mat�eriau, induitespar un �e
lairage non uniforme. L'onde �ele
tromagn�etique ex
ite des �ele
trons dans les r�egionsillumin�ees qui vont migrer vers des r�egions moins �e
lair�ees. Cette variation de la densit�e de 
harge�ele
tronique g�en�ere un 
hamp �ele
trique E qui provoque la variation de l'indi
e de r�efra
tion vial'e�et �ele
tro-optique. Quand on �eteind l'onde lumineuse, 
es variations d�e
roissent lentement(dans du LiNbO3 non dop�e, les variations de l'indi
e de r�efra
tion peuvent persister plusieursmois) �a 
ause de la relaxation du 
hamp �ele
trique E.L'e�et photor�efra
tif dans le LiNbO3 peut être ampli��e en le dopant ave
 des impuret�es quisont fa
ilement ionis�ees par le rayonnement in
ident 
omme par exemple du fer. Celui-
i est alorspr�esent dans le niobate de lithium sous forme d'ions Fe2+ et Fe3+. Les ions Fe2+sont ionis�es parle rayonnement in
ident. Les �ele
trons ex
it�es vont migrer vers des r�egions non �e
lair�ees o�u ilspeuvent être 
apt�es par des ions Fe3+.Cette propri�et�e du LiNbO3 peut être utilis�ee pour enregistrer des hologrammes et, en par-ti
ulier, pour 
onstruire des m�emoires holographiques de tr�es haute 
apa
it�e (108bits=
m2).Un hologramme est une image tridimensionelle qui est enregistr�ee en faisant interf�erer de lalumi�ere 
oh�erente, di�us�ee par l'objet qu'on veut holographier, ave
 la lumi�ere d'un fais
eau der�ef�eren
e. La �gure B.4 donne le s
h�ema d'un montage qui peut être utilis�e pour enregistrer un

Fig. B.4 { S
h�ema d'un montage qui peut être utilis�e pour enregistrer un hologramme.hologramme. La lumi�ere d'un fais
eau laser est divis�ee en deux �a l'aide d'une lame s�eparatri
e.Un fais
eau �e
laire l'objet qui di�use la lumi�ere vers la plaque holographique, tandis que l'autre�e
laire la plaque dire
tement. La �gure d'interf�eren
e qui r�esulte de la superposition des 2 ondesest alors enregistr�ee dans la plaque holographique. Les �ltres spatiaux (trou mi
rom�etrique pla
�eau foyer d'un obje
tif de mi
ros
ope) permettent d'�elargir les fais
eaux lasers. Pour lire l'ho-logramme, il suÆt de l'�e
lairer ave
 de la lumi�ere 
oh�erente de même longueur d'onde et sousmême in
iden
e que la lumi�ere qui a servi �a l'enregistrer (voir �gure B.5). On observe alors uneimage tridimensionelle de l'objet holographi�e.Le type d'hologrammes que nous venons d'exposer s'appelle un hologramme en transmissionpuisque les deux fais
eaux �e
lairent le même 
ôt�e de la plaque. Il existe une autre 
lasse d'holo-grammes, les hologrammes en r�e
exion, o�u les deux fais
eaux �e
lairent la plaque de deux 
ôt�esoppos�es.Lorsqu'on enregistre un hologramme dans un mat�eriau photor�efra
tif, les maxima et mi-nima d'interf�eren
e vont provoquer les variations spatiales de l'indi
e de r�efra
tion via l'e�etphotor�efra
tif. Mais 
e type de te
hnique a un in
onv�enient : pour lire les informations enre-107



Fig. B.5 { Re
onstru
tion d'un hologramme.gistr�ees, il faut illuminer la plaque uniform�ement. Et 
omme le mat�eriau reste sensible �a l'e�etphotor�efra
tif, 
et �e
lairage e�a
e le r�eseau d'indi
e enregistr�e.Une te
hnique qui permet d'enregistrer des hologrammes qui ne s'e�a
ent pas lors de lale
ture 
onsiste �a utiliser des plaques de LiNbO3, dop�ees au Mn et au Fe [5℄. L'enregistrementse fait �a l'aide d'un dispositif analogue �a 
elui de la �gure B.4. En plus des deux fais
eauxlaser (pour utiliser 
ette te
hnique, il faut utiliser un laser qui travaille dans le domaine del'infrarouge), la plaque est �e
lair�ee par une lampe ultraviolette in
oh�erente.Les deux impuret�es sont pr�esentes dans le 
ristal sous forme d'ions deux ou trois fois ionis�es.La �gure B.6 montre les positions relatives des niveaux d'�energie asso
i�es aux impuret�es dansle gap d'�energie. Les impuret�es Mn2+ sont plus profondes que les impuret�es Fe2+. Elles ne
Fig. B.6 { Positions relatives des niveaux d'�energie asso
i�es aux impuret�es de Mn et Fe dans legap d'�energie. Les ions Mn2+ ne sont ionis�es que par le rayonnement ultraviolet tandis que lesions Fe2+ sont ionis�es �a la fois par le rayonnement ultraviolet et infrarouge.sont ionis�es que par le rayonnement ultraviolet tandis que le Fe2+ est �egalement ionis�e par lerayonnement infrarouge.La �gure B.7 montre s
h�ematiquement le pro
essus d'enregistrement d'un tel hologramme.Les intensit�es lumineuses et les 
on
entrations en impuret�es Mn2+ et Fe2+ sont repr�esent�eesen fon
tion de la 
oordonn�ee spatiale x. La �gure B.7 (a) montre la situation avant enregistre-ment : le rayonnement ultraviolet provoque une distribution uniforme des �ele
trons dans les sitesMn2+=3+ et Fe2+=3+. Pendant l'enregistrement (�gure B.7 (b)), le rayonnement infrarouge ioniseles ions Fe2+ dans les r�egions des maxima d'interf�eren
e. Les �ele
trons ex
it�es o

upent alors depr�ef�eren
e les sites Mn3+ dans 
es r�egions. Apr�es enregistrement, le rayonnement ultraviolet est�eteint et l'hologramme peut être lu dans l'infrarouge sans e�a
er le r�eseau enregistr�e : initiale-ment, le rayonnement infrarouge ionise tous les ions Fe2+ pr�esents dans la plaque. Les �ele
tronsex
it�es se distribuent uniform�ement dans la plaque et �nissent par être 
apt�es par des ions Mn3+108



(�gure B.7 (
)). La distribution spatiale des ions Mn2+ 
ontient alors l'information de l'holo-gramme enregistr�e. Et 
omme 
es ions sont insensible au rayonnement infrarouge, l'hologrammepeut être lu sans e�a
er le r�eseau d'indi
e.

Fig. B.7 { Enregistrement et le
ture non destru
tive d'un hologramme dans du LiNbO3 dop�e auFe et au Mn. Les intensit�es de la lumi�ere infrarouge et ultraviolette ainsi que le nombre d'�ele
tronspi�eg�es par les impuret�es de fer et de mangan�ese sont rapport�es en fon
tion de la 
oordonn�eespatiale x avant enregistrement (a), pendant l'enregistrement (b) et pendant la le
ture (
).Cette te
hnique permet aussi d'enregistrer des hologrammes dans du LiNbO3 non dop�e. Dans
e 
as, 
e sont des d�efauts intrins�eques, 
omme par exemple des atomes de Nb o

upant le sited'un atome de Li qui introduisent des niveaux d'�energie de profondeurs di��erentes dans le gapd'�energie [6℄.
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Annexe CClassi�
ation des modes propres devibration suivant leur sym�etrieDans la se
tion 6.2, nous avons vu qu'il existe 3r modes de phonons en tout point q dela premi�ere zone de Brillouin. Le symbole r repr�esente le nombre d'atomes dans la maille�el�ementaire du 
ristal �etudi�e. Dans 
ette se
tion, nous allons d�e
rire 
omment la th�eorie desGroupes permet de 
lasser 
es modes suivant leurs propri�et�es de sym�etrie en nous limitant au
as simple des phonons au 
entre de la zone de Brillouin. Cette d�emar
he est analogue �a 
elleutils�ee pour �etudier les modes de vibration d'une mol�e
ule. Nous allons nous 
ontenter d'exposerles aspe
ts essentiels de la m�ethode en nous r�ef�erant au livre de Maradudin et al. [47℄ pour lesd�etails des d�emonstrations math�ematiques.Soit G le groupe d'espa
e du 
ristal �etudi�e et (Sjv(S)+R) une de 
es op�erations de sym�etrie. Sd�esigne une op�eration de sym�etrie pon
tuelle (une r�e
exion o�u une rotation), v(S) une translationnon symmorphique et R une translation suivant un ve
teur du r�eseau dire
t. Les op�erations Ssont repr�esent�ees par des matri
es 3� 3 dont les �el�ements sont not�es S��.Sous l'e�et d'une op�eration de sym�etrie (Sjv(S)+R), un atome � se transforme en un atome�0, 
e que nous allons noter par la relation�0 = F (�;S): (C.1)Introduisons maintenant des matri
es unitaires 3r � 3r T (S)T��(�; �0jS) = S��Æ(�; F (�0;S)): (C.2)Ces matri
es d�e�nissent une repr�esentation du groupe G.En th�eorie des Groupes, on d�emontre que les ve
teurs propres 
(�;j) de la matri
e dyna-mique ~D, asso
i�es �a une valeur propre !� qui est f� fois d�eg�en�er�ee, se transforment suivant unerepr�esentation irr�edu
tible du groupe de sym�etrie G. � d�esigne i
i une valeur propre parti
uli�ereet j identi�e ses f� ve
teurs propres. Le symbole m utilis�e dans la se
tion 6.2 pour �enum�erer lesdi��erents modes de phonons repr�esente don
 l'ensemble des nombres � et j. Pour appliquer uneop�eration de sym�etrie (Sjv(S) +R) �a un ve
teur propre de la matri
e dynamique ~D, il suÆtde le multiplier par T (S). T (S)
(�;j) est alors une 
ombinaison lin�eaire des ve
teurs propresasso
i�es �a !� 3X�=1 rX�0=1 T��(�; �0jS)
(�;j)(�0; �) = f�Xj0=1#j0j(S)
(�;j0)(�; �): (C.3)110



Les matri
es f� � f� #(S) forment une representation irr�edu
tible du groupe G.En r�esum�e, les ve
teurs propres de la matri
e dynamique au point �, ~D, se transformentsuivant les repr�esentations irr�edu
tibles du groupe de sym�etrie, G, du 
ristal �etudi�e. Pour iden-ti�er la repr�esentation, il faut appliquer les matri
es T (S) aux ve
teurs propres 
(�;j) de lamatri
e dynamique et 
onstruire les matri
es #(S). Il suÆt alors de 
omparer la tra
e de 
esmatri
es, 
'est-�a-dire les 
ara
t�eres de la repr�esentation #(S), �a la table des 
ara
t�eres du groupeen question.
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Annexe DTables de 
ara
t�eresDans 
et appendi
e, nous rapportons les tables de 
arat�eres des groupes de sym�etrie R3
et R3
 des deux phases du LiNbO3 [48℄. Les notations utilis�ees pour les op�erations de sym�etriesont expliqu�es dans les se
tions 3.2 et 3.3.rep. irr�ed. (Ej0) 2 (C3j0) 3(C2jv) (Ij0) 2(S6j0) 3(�vjv)A1g 1 1 1 1 1 1A2g 1 1 -1 1 1 -1A1u 1 1 1 -1 -1 -1A2u 1 1 -1 -1 -1 1Eg 2 -1 0 2 -1 0Eu 2 -1 0 -2 1 0Tab. D.1 { Table de 
ara
t�eres du groupe d'espa
e R3
 de la phase para�ele
trique du LiNbO3.rep. irr�ed. (Ej0) 2 (C3j0) 3(�vjv)A1 1 1 1A2 1 1 -1E 2 -1 0Tab. D.2 { Table de 
ara
t�eres du groupe d'espa
e R3
 de la phase ferro�ele
trique du LiNbO3.

112



Annexe EVe
teurs propres de quelque modesde phononNous reportons 
i-dessous les ve
teurs propres (en 
oordonn�ees 
art�esiennes) 
(m) (voir re-lation (6.12)) de quelque modes de phonons du LiNbO3, int�eressants dans la dis
ussion de latransition de phase. Les indi
es des atomes 
orrespondent �a 
eux utilis�es dans les tableaux 3.1,3.3 et 5.1.
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A1 (252 
m�1) A1 (295 
m�1)x y z x y zNb1 0,000 0,000 0,365 0,000 0,000 -0,200Nb2 0,000 0,000 0,365 0,000 0,000 -0,200Li1 0,000 0,000 0,119 0,000 0,000 0,675Li2 0,000 0,000 0,119 0,000 0,000 0,675O1 -0,125 -0,015 -0,319 -0,016 0,033 0,013O2 0,076 -0,101 -0,319 -0,021 -0,031 0,013O3 0,049 0,116 -0,319 0,037 -0,003 0,013O4 0,049 -0,116 -0,319 0,037 0,003 0,013O5 0,076 0,101 -0,319 -0,021 0,031 0,013O6 -0,125 0,015 -0,319 -0,016 -0,033 0,013A2u (199i 
m�1) A2u (98 
m�1)x y z x y zNb1 0,000 0,000 -0,221 0,000 0,000 0,370Nb2 0,000 0,000 -0,221 0,000 0,000 0,370Li1 0,000 0,000 -0,459 0,000 0,000 -0,509Li2 0,000 0,000 -0,459 0,000 0,000 -0,509O1 0,052 0,000 0,278 0,020 0,000 -0,185O2 -0,026 0,045 0,278 -0,010 0,017 -0,185O3 -0,026 -0,045 0,278 -0,010 -0,017 -0,185O4 -0,026 0,045 0,278 -0,010 0,017 -0,185O5 -0,026 -0,045 0,278 -0,010 -0,017 -0,185O6 0,052 0,000 0,278 0,020 0,000 -0,185Tab. E.1 { Ve
teurs propres des modes A1 de la phase ferro�ele
trique et A2u de la phasepara�ele
trique de plus basse �energie du LiNbO3 .
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A2 (300 
m�1) A2 (217 
m�1)x y z x y zNb1 0,000 0,000 -0,160 0,000 0,000 -0,485Nb2 0,000 0,000 0,160 0,000 0,000 0,485Li1 0,000 0,000 -0,454 0,000 0,000 0,419Li2 0,000 0,000 0,454 0,000 0,000 -0,419O1 -0,090 -0,233 -0,165 0,010 -0,172 0,010O2 0,247 0,038 -0,165 0,144 0,095 0,010O3 -0,157 0,195 -0,165 -0,154 0,077 0,010O4 0,157 0,195 0,165 0,154 0,077 -0,010O5 -0,247 0,038 0,165 -0,144 0,095 -0,010O6 0,090 -0,233 0,165 -0,010 -0,172 -0,010A2g (110i 
m�1) A1u ( 268 
m�1)x y z x y zNb1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -0,511Nb2 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,511Li1 0,000 0,000 -0,680 0,000 0,000 0,000Li2 0,000 0,000 0,680 0,000 0,000 0,000O1 -0,067 0,000 -0,089 0,000 -0,282 0,000O2 0,034 -0,058 -0,089 0,244 0,141 0,000O3 0,034 0,058 -0,089 -0,244 0,141 0,000O4 -0,034 0,058 0,089 0,244 0,141 0,000O5 -0,034 -0,058 0,089 -0,244 0,141 0,000O6 0,067 0,000 0,089 0,000 -0,282 0,000Tab. E.2 { Ve
teurs propres des modes A2 de la phase ferro�ele
trique et A2g, A1u de la phasepara�ele
trique de plus basse �energie du LiNbO3 .
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E (156 
m�1) E (218 
m�1)x y z x y zNb1 0,283 0,245 0,000 -0,318 -0,324 0,000Nb2 -0,328 0,181 0,000 0,433 0,134 0,000Li1 -0,129 0,010 0,000 -0,188 0,026 0,000Li2 0,124 0,036 0,000 0,064 0,179 0,000O1 -0,173 -0,152 -0,225 0,029 0,204 -0,047O2 -0,145 -0,227 -0,039 0,022 -0,155 -0,206O3 -0,224 -0,213 0,264 -0,286 0,030 0,253O4 0,257 -0,180 -0,236 0,111 -0,101 -0,197O5 0,177 -0,177 -0,021 -0,195 0,088 -0,060O6 0,220 -0,109 0,257 0,122 0,258 0,257Nb1 0,245 -0,283 0,000 0,324 -0,318 0,000Nb2 0,181 0,328 0,000 -0,134 0,433 0,000Li1 0,010 0,129 0,000 -0,026 -0,188 0,000Li2 0,036 -0,124 0,000 -0,179 0,064 0,000O1 -0,243 0,189 -0,175 0,152 -0,185 0,265O2 -0,168 0,216 0,282 -0,207 -0,179 -0,174O3 -0,181 0,137 -0,108 -0,022 0,129 -0,092O4 -0,131 -0,179 -0,160 -0,264 -0,086 0,183O5 -0,134 -0,259 0,284 -0,075 0,220 -0,262O6 -0,202 -0,216 -0,124 0,095 -0,096 0,079Tab. E.3 { Ve
teurs propres des modes E de plus basse �energie de la phase ferro�ele
trique duLiNbO3.
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Eu (72i 
m�1) Eu ( 162 
m�1)x y z x y zNb1 0,206 -0,485 0,000 -0,095 0,144 0,000Nb2 0,456 0,264 0,000 0,123 -0,121 0,000Li1 -0,064 0,021 0,000 0,122 0,101 0,000Li2 -0,064 0,021 0,000 0,122 0,101 0,000O1 -0,247 0,086 -0,060 -0,243 0,138 -0,300O2 -0,253 0,079 0,047 0,211 0,061 -0,065O3 -0,256 0,088 0,013 -0,082 -0,293 0,364O4 -0,253 0,079 0,047 0,211 0,061 -0,065O5 -0,256 0,088 0,013 -0,082 -0,293 0,364O6 -0,247 0,086 -0,060 -0,243 0,138 -0,300Nb1 -0,485 -0,206 0,000 0,144 0,095 0,000Nb2 0,264 -0,456 0,000 -0,121 -0,123 0,000Li1 0,021 0,064 0,000 0,101 -0,122 0,000Li2 0,021 0,064 0,000 0,101 -0,122 0,000O1 0,083 0,257 0,020 -0,201 -0,166 -0,248O2 0,089 0,251 0,042 -0,124 0,287 0,383O3 0,081 0,248 -0,062 0,230 -0,006 -0,136O4 0,089 0,251 0,042 -0,124 0,287 0,383O5 0,081 0,248 -0,062 0,230 -0,006 -0,136O6 0,083 0,257 0,020 -0,201 -0,166 -0,248Tab. E.4 { Ve
teurs propres des modes Eu de plus basse �energie de la phase para�ele
trique duLiNbO3.
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